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Souhrn

Tato habilitacni prednédska se zabyvéa vyuzitim grafickych akcelerdtoru (GPU, graphics
processing units) pro urychleni vypoc¢etné naro¢nych numerickych algoritmu zejména pii
numerickém teseni parcidlnich diferencialnich rovnic. Tyto akcelerdatory byly od pocatku
navrzeny pro paralelni zpracovani kédu a pro praci s velkymi objemy dat reprezentujici
textury. Diky tomu dnes nabizi mnohem vyssi vykon v porovnani s béznymi proce-
sory. GPU obsahuji velky pocet jednoduchych vypocetnich jednotek a navrh GPU navic
umoznuje relativné snadno tento pocet navysovat na rozdil od procesoru. To naznacuje,
ze vykon GPU by i v budoucnu mohl rust stale rychleji a to i v porovnani s rustem
vykonu procesort. Nevyhodou navrhu GPU je ovSsem to, Ze je pomérné narocné tyto ar-
chitektury programovat. Zajemce o programovani GPU musi mit velice dobrou znalost
této architektury. Samotny ndavrh algoritmu pak vyzaduje zcela jiny pristup, nez na co
jsme zvykli u procesort. Rada numerickych algoritmi je navic vyrazné sekvenénich a
tim padem zcela nevhodnych pro béh na GPU. Paralelizace téchto algoritmu muze byt
velmi netrivialni a muze vyzadovat intenzivni nékolikalety vyzkum. Ukazuje se, ze je
témer nemozné modifikovat numerické knihovny vyvinuté puvodné pro procesory tak,
aby mohly efektivné vyuzivat vysoky vykon GPU. To vSe zpusobuje, ze i po témér dva-
ceti letech, co jsou GPU tspésné vyuzivana pro numerické vypocty, je jejich nasazeni
pii numerickém feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic stale pomérné omezené.

Cilem této prednéasky je ukazat zpusoby, jak lze GPU vyuzit pravé pro reSeni
parcidlnich diferencialnich rovnic. Prezentujeme paralelni fesSice pro ruzné ilohy a nu-
merické metody, jmenovité metody konecnych diferenci, konecnych objemu a kone¢nych
prvki. U kazdého algoritmu uvadime urychleni dosazené pii porovnani doby vypoctu
na srovnatelném procesoru a GPU. Autor tohoto textu je zaroven vedoucim projektu
TNL (Template Numerical Library, www.tnl-project.org), coz je numerickd knihovna
vyvijena na katedie matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské. Tato knihovna
nejen implementuje nékteré paralelni algoritmy a datové struktury, ale jednou z prio-
rit tohoto projektu je usnadnéni vyvoje numerickych tesicu pro paralelni architektury
obecné. Knihovna proto nabizi unifikované rozhrani pro vyvoj paralelnich algoritmu,
které pak mohou byt automaticky provozovany jak na vicejadrovych procesorech tak
i na GPU. Neékteré numerické tesice pro parcidlni diferencialni rovnice byly implemen-
tovany pravé s pomoci knihovny TNL.
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Summary

This habilitation thesis deals with a use of graphics processing units (GPU) for acce-
lerating solution of computationally expensive numerical algorithms, especially solvers
of partial differential equations. These accelerators were from the beginning designed
for parallel processing and for work with large data sets representing textures. Because
of this, they offer significantly higher computational performance compared to com-
mon CPUs. GPUs contain many computational cores and the design of GPUs allows
increasing this number relatively easily, in contrast to CPUs. It indicates that the per-
formance of GPUs could be increasing faster compared with the increase of performance
of CPUs. A disadvantage of the GPU design is its complexity, which makes this archi-
tecture hard for programming. Developers who want to write code for GPU must have
deep knowledge of this architecture, which is not true for common CPUs. The design
of parallel algorithms for GPUs requires a completely different approach compared to
what we are used to from programming of CPUs. A number of numerical algorithms
are strongly sequential and thus completely inadequate to run on GPUs. Parallelization
of such algorithms can be a difficult task, demanding years of research. It turns out
that it is almost impossible to modify older numerical libraries which were designed for
CPUs for efficient run on GPUs. This all is a reason why even after almost twenty years
of using GPUs for numerical simulations, their setting in numerical solution of partial
differential equations is still rather limited.

The aim of this presentation is to show the ways how one can use GPUs for numerical
solution of partial differential equations. We present parallel solvers for different problems
and numerical methods, namely methods of finite difference, finite volume and finite
element. For each algorithm we show speedup obtained by comparison of computational
times on CPU and GPU. The author of this text is also a leader of TNL (Template
Numerical Library, www.tnl-project.org) project, which is a numerical library being
developed at the Department of Mathematics at Faculty of Nuclear Sciences and Physical
Engineering. This library offers a number of algorithms and data structures. One of the
main priorities of this project is to simplify the development of parallel algorithms to run
on multicore CPUs and GPUs. Some numerical solvers of partial differential equations
presented in this text were implemented with the use of TNL library.
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1 Uvod

~ e~/

uloh. Pocinaje snahou o co nejptesnéjsi feseni turbulentniho proudéni, které dokaze
vytizit i dnesni nejvykonnéjsi superpocitace, pres ruzné diferencidlni modely aplikované
v materialovych védéach, energetice, biologii az po zpracovani medicinskych dat, které
bychom radi provadéli v fadu sekund maximalné minut. Poptavka po neustale vétsim
vypocetnim vykonu neuticha od poc¢atku vyuziti pocitacu pro numerické metody v polo-
viné minulého stoleti. Neustéle se nam odkryvaji nové moznosti, jak odvozovat stale kom-
jejichz feseni jsou i dnesni nejvykonnéjsi superpocitace nedostacujici. Jmenovat muzeme
napftiklad jiz zminéné turbulentni proudéni nebo vypocetni jadernou fyziku. I proto jsme
dnes svédky zavodu o postaveni prvniho superpocitace s vykonem vétsim nez jeden
exaflop. Je velice pravdépodobné, ze takovy pocita¢ bude intenzivné vyuzivat grafické
akceleratory (GPU, graphic processing unit).

Od pocatku konstrukce poc¢itacu zalozenych na von Neumannové architektute az témér
do konce dvacétého stoleti rostl vykon procesoru (CPU, central processing unit) ex-
ponencidlné zejména diky rostoucimu taktu. Ten zacinal na v fadech kHz a dospél
az k nékolika GHz. Soubézné s tim dochéazelo ke zmensovani vyrobniho procesu, coz
umoznovalo na stejnou plochu vmeéstnat vice logickych prvku a vytvaret tak vice so-
fistikované architektury. Samotny rust frekvence ovsem vyrazné navysuje energetickou
spotfebu mikroc¢ipu a jakmile se tato frekvence dostala na fad gigahertzu, zacaly se pro-
jevovat problémy nejen s vyzarenym teplem ale také se spotiebou elektrické energie.
Vyrobci procesortu se tak vydali cestou navySovani poc¢tu procesorovych jader. Tim jsme
byli schopni dosahnout vyssi energetické efektivity ovSem za cenu nutnosti vyvijet para-
lelni aplikace. Takto konstruované procesory patii mezi architektury se sdilenou paméti,
tzn. Ze vSechna procesorova jadra jsou pfipojena ke sdilenym paméfovym modulim. A
pravé propojeni procesorovych jader mezi sebou a se sdilenymi pamétovymi moduly se
stava obtizné s rostoucim poctem téchto jader. Historie ukazuje, zZe nejvétsi systémy se
sdilenou paméti dosahuji maximélniho poc¢tu nizsich stovek jader. V neddvné minulosti
tento fakt potvrdil naptiklad akcelerator Intel Xeon Phi, ktery byl navrzen jako procesor
s velkym poctem jednodussich jader. Vyvoj této architektury byl ovsem ukoncen, velice
pravdépodobné praveé z duvodu obtizného navysovani poctu jader.

Jiz pted ptichodem vicejadrovych procesoru se koncem devadesatych let dvacatého sto-
leti objevily vykonné grafické akceleratory. Velice brzy se ukazalo, ze tyto karty je mozné
pouzit i pro jiné vypocty nez jen vykreslovani grafickych scén. GPU se v prubéhu let
vyvijely v programovatelna zatizeni. Nejprve proto, aby vyvojari zejména pocitacovych
her mohli implementovat své vlastni grafické efekty. Za tim ucelem pouzivané tzv. pizel
shadery a vertex shadery byly pozdéji pretvoreny v obecné vypocetni jednotky. Ty jsou
na rozdil od procesorovych jader mnohem jednodussi a na GPU jich je vetsi pocet. Jsou
rozdéleny do nékolika nezavislych multiprocesori, coz znamenad, ze piimo spolu mohou
komunikovat pouze jednotky v ramci jednoho multiprocesoru. Tim GPU chytte obchéazi



jiz zminénou past architektur se sdilenou paméti. Diky tomu dnes mohou mit GPU i
nékolik tisic vypocetnich jednotek. Nevyhodou tohoto pristupu jsou vyrazné komplikace
pro vyvojare.

Pokud se vyrobci mikroprocesoru potykali s problémem rostouci energetické spotieby,
o to vic to plati pro vyrobce pamétovych modulu, jejichz vykon diky tomu rostl vyrazngji
pomaleji nez u procesorii. Tim se stalo, Ze rozdil mezi vykonem procesorii a pamétovych
susbsystému se zvétsoval po dobu vice nez dvou dekad az do stavu, kdy procesor muze
¢ekat i vice nez 200 taktt na prenos dat z paméfovych moduli. Paméti jsou tedy aZ o
¢initelem ovliviujicim vykon praveé efektivni pristup do paméti a intenzivni vyuzivani vy-
rovnavacich paméti tzv. cache memory. Paradoxné tak plati, ze napi. operace z linedrni
algebry, na kterych stoji vyraznd vétsina numerickych metod a tesicu, je limitovana
v prvé fadé pomalym piistupem do paméti a az potom vykonem procesoru. V takové
situaci pak ani navysovani poc¢tu procesorovych jader nepfinese zadné urychleni. Dalsi
vyhodou GPU tak je fakt, ze paméti dodavané s témito akcelerdatory jsou vyrazné rych-
lejsi nez paméti pripojené k procesorum. I to s sebou ovSem nese nékteré komplikace.
Diky tomu, ze GPU vyuziv4 vlastni optimalizované pamétové moduly, neni tato pamét
piimo sdilend s procesorem a vyvojaii tak musi explicitné provadét kopirovani dat mezi
opera¢ni paméti procesoru a paméti spojenou s GPU. Manipulace se dvéma adresovymi
prostory pak vyrazné komplikuje vyvoj algoritmu pro GPU.

Obrazek [1] ukazuje porovnani architektur CPU a GPU. Ukazuje, ze energetickd efekti-
vita GPU je vyrazné vyssi nez je tomu u procesoru. Jelikoz pravé energetické efektivita
je klicovym parametrem pii navrhu nejvykonnéjsich superpocitacu, lze nalézt GPU v
mnoha systémech uvedenych na seznamu Top 500 E]

O vyhodach architektury GPU pro védécké vypocty jiz dnes nelze ani v nejmensim po-
chybovat. Presto by se dalo tici, ze GPU ve védeckych vypoctech nenasla tak vyznamné
uplatnéni, jak by bylo mozné. Duvodem je jiz zminéna vyraznd odlisnost od obecnych
procesoru. To zpusobuje, ze je prakticky nemozné portovat jiz existujici knihovny a soft-
warové baliky puvodné navrzené na CPU pro béh na GPU. GPU ¢asto vyzaduje jinou
organizaci dat v paméti, coz by vyzadovalo kompletni pfepsani mnoha datovych struk-
tur. U velkych baliku jako OpenFOAM, PETSc, Ansys apod. je toto prakticky nemozné.
Ztejmeé i to je duvodem, pro¢ GPU jsou dnes vyuzivana mnohem vice v oblasti strojového
uceni, nebot vyznamné softwarové baliky jako TensorFlow, Theano, Caffe2 byly napsany
az po prichodu nastroje CUDA (Compute Unified Device Architecture), ktery vyznamné
zjednodusil vyvoj kédu pro GPU od spolecnosti Nvidia.

Pokud jde o softwarové nastroje s podporou GPU vyuzitelné pro feseni parcialnich di-
ferencialnich rovnic, omezuje se jejich vycet spise na mensi jednotcelové nastroje. Kom-
pletni uceleny balik, alespon pokud je autorovi zndmo, neexistuje. Alespon Castecné
se tuto mezeru snazi zaplnit projekt TNL (Template Numerical Library, www.tnl-
project.org) jenz je pod vedenim autora vyvijen na katedfe matematiky na Fakulté
jaderné a fyzikalné inzenyrské od roku 2004. V tomto textu predvedeme zakladni algo-

Lwww.top500.0rg
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Nvidia A100

AMD Instinct MI100

Pocet jader

Max. vykon

Max. vykon s tenzory
Max. RAM

Datova propustnost
Energeticka naroc¢nost

6912 @ 1.41GHz
19.5/9.7 TFlops
156 /— TFlops
80 GB
2039 GB/s
400 W

7680 @ 1.2GHz
23/11 TFlops
/-

32 GB
1200 GB/s
300 W

Intel Xeon W-3375

AMD EPYC 2 Rome 7H12

Pocet jader

Max. vykon

Max. vykon s tenzory
Max. RAM

Datova propustnost
Energeticka naroc¢nost

38 @ 2.5 GHz
~ 1.14 / 0.57 TFlops
/-
4TB
204 GB/s
270W

64 @ 2.4GHz
~ 2 / 1 TFlops
/-
2TB
204 GB/s
280 W

Obréazek 1: Porovnani architektur grafickych akceleratoru a procesort.



ritmy a datové struktury nezbytné pro vyvoj paralelnich numerickych fesi¢u parcidlnich
diferencialnich rovnic. Nékteré z nich jsou jiz i souc¢asti knihovny TNL jejiz prioritou je
i obaleni téchto algoritmu a datovych struktur do rozhrani vyuzivajici modernich vlast-
nosti jazyka C++ za tcelem vytvoreni jednoduchého a flexibilniho rozhrani pro uzivatele
neznalé detailu programovani pro GPU.

2 Linearni algebra

Vektorové operace patii mezi zdkladni operace linedrni algebry. Jak jiz bylo feceno,
jsou tyto operace nejvice omezovany datovou propustnosti pouzité hardwarové archi-
tektury. Je proto potieba tyto operace implementovat s vyuzitim optiméalnich pfristupu
do paméti. Presto, Ze se jedna o velice jednoduché operace, jejich optimalizovand imple-
mentace muze byt pomérné komplikovand. Toto plati zejména pro operace s maticemi,
kde 1ze efektivnim vyuzitim vyrovnavacich paméti urychlit vypocty az o jeden tad. Je-
likoz optimalni implementace muze byt vyrazné zavisla na pouzité hardwarové archi-
tektufre, ruzni dodavatelé hardwaru ¢asto poskytuji vlastni implementace. Ty vétsinou
pouzivaji standardizované rozhrani Blas (Basic Linear Algebra Subprorgrams), které
nasledné umoznuje snadné portovani numerického kédu pro ruzné architektury. Blas se
déli na tii urovné podle slozitosti implementovanych algoritmu. Blas level 1 implemen-
tuje vektorové operace se slozitosti O(n), pokud n znaci velikost vektoru. Blas level 2
implementuje operace s maticemi se slozitosti O(n?), kde n zna¢i rozméry matice. Nako-
nec Blas level 3 implementuje maticové algoritmy se slozitosti O(n?). S piichodem GPU
logicky vznikly i varianty Blasu optimalizované pro béh na téchto kartach. Napiiklad
pro karty od spole¢nosti Nvidia jde o knihovnu Cublas [1].

Nevyhodu standardu Blas lze z dnesniho pohledu spatiovat v jeho zastaralosti. Byl
navrzen koncem sedmdesatych let a jeho zaklad vychazi z knihovny psané v jazyce For-
tran. Jde tedy o ¢isté funkciondlni ptistup, ktery nevyuzivd moderni programovaci tech-
niky jako naptiklad sablonové programovani nebo lambda funkce. V této ¢asti ukédzeme,
jak Ize téchto nastroju vyuzit k snazsimu vyvoji paralelnich algoritmu, které navic mohou
byt efektivnéjsi.

2.1 Vektorové operace
Jako prvni si predvedeme vyuziti techniky zvané vyrazové Sablony (expression tem-

plates) pro zpracovani vektorovych vyrazu. Jako priklad budeme uvazovat vy¢cisleni
nasledujictho vyrazu.

ZT=ad+2b+3¢ (1)

To lze naptiklad s pomoci knihovny Cublas implementovat takto:



1 cublasHandle_t c_h;

> cublasSaxpy(c_h,N,1.0,a,1,x,1);
s cublasSaxpy(c_h,N,2.0,b,1,x,1);
1+ cublasSaxpy(c_h,N,3.0,c,1,x,1);

Jak muzeme vidét, samotny kéd neni velmi piehledny a je potieba casto hledat v
referencni piirucce knihovny Cublas pro jeho spravné pochopeni. Takovato implemen-
tace navic provadi s¢itani jednoho vektoru po druhém. Nejprve se nacte @ do vektoru
Z. Néasledné se pricte 2b k vektoru # a nakonec s pricte 3¢. Timto ptistupem se do vek-
toru ¥ zapisuje celkem tiikrat, coZ vyrazné zatézuje pamétovy subsystém. A jak jsme
jiz zminili nékolikrat, pravé ten je tzkym hrdlem pii zpracovani operaci z linedrni al-
gebry. Zakladnim problémem je tu samotny navrh Cublasu potazmo Blasu, ktery muze
poskytnout jen predkompilované funkce. Naproti tomu moderni prekladace jazyka C++
jsou plné programovatelné [2] a lze je vyuzit ke generovani kédu podle nasich potieb.

S pomoci vyrazové Sablony muzeme napsat piimo dany algebraicky vyraz v
nasledujicim tvaru:

1 X =a+ 2 *xb+ 3 % c;

Preklada¢ ho nejprve naparsuje a pak vygeneruje specializovany kéd pro vycisleni
pravé tohoto vyrazu. S pomoci nastroje CUDA je pak stejnym zpusobem mozné gene-
rovat specializované kernely pro GPU. Vyhodou je, ze provadime vzdy jen jedno ¢teni
z vektoru a, baca jen jeden zapis do vektoru Z. Tim dostavame efektivnéjsi vypocet.
Navic pouziti vyrazovych Sablon je mnohem jednodussi pro uzivatele. V knihovné TNL
je u kazdého vektoru uvedeno, na jakém zafizeni je alokovan. Prekladac tak sam pak
pozné, zda ma generovat kéd pro CPU nebo kernel pro GPU.

V dalsi ¢éasti si ukdzeme, jak 1ze s vyhodou vyuzit lambda funkci z jazyka C++ na
prikladu efektivniho programovani s operaci redukce. Redukce se vyuziva vSude tam,
kde méme za vstup jeden nebo vice vektoru a vysledkem je jeden nebo nékolik skalart.
Typickym prikladem muze byt vypocet vektorové normy:

1 float norm( 0.0 )
2 for( int 1 = 0; i < size; i++ )
3 norm += abs( a[ i ] );

Toto je snadna implementace pro jedno procesorové jadro. Pokud bychom chtéli stej-
nou operaci implementovat v CUDA na GPU, museli bychom napsat vice nez 150 radku
kédu. Tzv. paralelni redukce je typickym piikladem algoritmu, ktery je velmi trivialni
k implementaci na CPU ale relativné komplikovany na GPU. Jednak je potfeba imple-
mentaci redukce na GPU dobfe porozumét, coz vyzaduje dobrou znalost architektury
GPU a to nelze ocekavat od bézného vyvojare numerickych fesicu. Za druhé, i pokud
dobfe rozumime tomu, jak paralelni redukci na GPU implementovat, je to prace velice



zdlouhava. I zkuSeny vyvojar se ji radéji vyhne, pokud je to alespon trochu mozné. V
této situaci ndm mohou vyrazné pomoci lambda funkce. S jejich pomoci lze vypocet
normy zapsat takto:

auto fetch=[=](int i)->float{
return abs(alil);};

auto reduce=[] (float x,float y)->float{
return x+y;1};

float result( 0.0 );
for( int i = 0; i < size; i++ )
reduce( result, fetch( i ) );

vvvvvv

dveé ¢asti. Prvni z nich je definice lambda funkei na radcich 1-4, které definuji, co chceme
s pomoci redukce vypocitat. Funkce fetch nacita data ze vstupniho vektoru, a jelikoz
pocitame [; normu vektoru, vypocita i absolutni hodnotu jednotlivych slozek. Jednot-
livé mezivysledky se pak predavaji funkci reduce, ktera provadi jejich redukci pomoci
vhodné asociativni operace. V nasem ptipadé jde o scitdni. Druhd ¢ast tohoto kédu je
for cyklus na tadcich 7-8. Ten je nyni zcela zavisly jen na pouzitych lambda funkcich.
Pokud chce uzivatel vypocitat jinou redukci, zméni pouze definici lambda funkci, ale
zminény for cyklus zustane zachovan. Dulezité je, ze definice lambda funkci nezdvisi
na pouzité hardwarové architektute, na té zavisi pouze zminény for cyklus. Pokud ho
nahradime pfislusnym kernelem pro GPU, ktery bude vyuzivat preddefinované lambda
funkce stejnym zpusobem, muzeme snadno celou redukei pocitat na GPU. Presné takto
funguje tzv. flexibilni redukce v knihovné TNL.

Jelikoz se operace redukce vyskytuje v mnoha operacich jako je napft. skalarni soucin,
vypocet ruznych vektorovych norem, porovnavani dvou vektoru apod. je dobré mit
moznost pracovat s redukci snadno a efektivné. Podobné jako u vyrazovych Sablon i
zde vyuzivame prekladac¢ k tomu, aby nam generovala specializované kernely nejen pro
GPU. Jako ptiklad jesté uvedeme moznost snadného slouceni dvou kernelu do jednoho.
Nésledujici kéd s pomoci knihovny TNL vypocitd vyraz (1) véetné jeho normy:

auto fetch=[=] __cuda_callable (int i)->float mnutable {
auto aux = x[i] = al[i] + 2*b[i] + 3*c[il;
return abs(aux);};
4 auto norm = TNL::Algorithms: :reduce< TNL: :Devices::Cuda >
(0,size,fetch,TNL: :Plus{});

Lambda funkce reduce je zde nahrazena ptredefinovanou funkci Plus. Lambda funkce
fetch v sobé obsahuje jak vypocet vyrazu , tak i okamzité vraceni absolutni hodnoty
jednotlivych slozek. Tim se opét uSetii jeden zapis do vektoru & a optimalizuji se tak
pristupy do paméti.



Vyse uvedenym postupem se tak dafi vyrazné usnadnit programovani GPU karet i
pro programatory, ktefi nemaji detailnéjsi znalost GPU. Zaroven se casto dafi vytvaret
efektivnéjsi kod. V nasledujici ¢asti si ukazeme jak podobny princip aplikovat i pro ridké
matice.

2.2 Ridké matice a segmenty

Maticové operace patii mezi ty nejcastéjsi v oblasti numerické matematiky. Pokud jde
o feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic, vysledkem aplikace nékteré z nejoblibenéjsich
metod jako jsou konecné diference, koneéné objemy nebo konecné prvky byvé soustava
linedrnich rovnic s fidkou matici. Tato soustava je nejcastéji feSena pomoci nékteré ite-
rativni metody Krylovovych podprostoru. Ty jsou zalozené zejména na operaci ndsobeni
matice a vektoru. V pripadé fidkych matic se tato operace oznacuje jako SpMV (sparse-
matrix vector multiplication).

U tidkych matic je prevazna vétsina prvku nulovych, a proto se k jejich ukladani do
paméti pocitace pouzivaji specializované formaty, které ukladaji jen nenulové maticové
prvky. Ty jsou organizovany tak, aby se béhem provadéni operace SpMV pii ¢teni ma-
ticovych prvku pristupovalo do paméti sekvenéné. V takovém rezimu dokaze procesor
prendset data z pamétovych modull nejefektivnéji. Mezi nejoblibenéjsi forméty patif
format CSR (Compressed Sparse Rows) [3]. Pokud jde o GPU, i zde je nutny sekvené¢ni
pristup do paméti. Jde ale o trochu jiny princip, ktery se oznacuje jako sloucené piistupy
do paméti (coallesced memory accesses). K provedeni téchto sloucenych pristupu GPU
vyzaduje, aby 32 po sobé jdoucich vlaken, tzv. warp cetl souvisly blok 128 bajtu zarov-
nany v pameéti na nasobek 128 bajtu. Pokud u CSR formatu mapujeme jedno CUDA
vlakno na jeden maticovy fadek, nebudou tyto podminky splnény a prenos dat bude
velice pomaly. Tento piistup se oznacuje jako Scalar CSR [4]. Druhou moznosti je ma-
povat jeden warp vldken na jeden maticovy fadek, ktery je ¢asto oznacovan jako Vector
CSR [4]. V jedné z prvnich publikaci zabyvajici se ukladdnim tidkych matic na GPU
Bell a Garland [4] reportuji, ze Vector CSR podéva lepsi vykon nez Scalar CSR, ale oba
pristupy se jevily jako neefektivni v porovnéni s jinymi.

Dalo by se tici, ze poc¢atky vyzkumu ukladani fidkych matic na GPU se nesly v duchu
vyvoje ruznych modifikaci formétu Ellpack [3]. Zdkladn{ Ellpack format se pro GPU mo-
difikuje tak, ze se provede transpozice nenulovych prvku v paméti. Tim pak pti mapovani
jednoho CUDA vldkna na jeden maticovy fadek dojde ke splnéni podminek pro sloucené
pristupy do paméti. Nevyhoda zakladniho Ellpack formétu je v tom, ze vyuziva tzv.
zarovnavaci nulové prvky a pro kazdy radek matice alokuje tolik prvku, kolik vyzaduje
nejvice zaplnény radek. Staci pak, aby v matici byl jeden vyrazné zaplnény tadek nebo
dokonce plny tadek a Ellpack format pak vyzaduje alokaci vice paméti, nez kdybychom
matici uklddali jako plnou tj. i se vSsemi nulovymi prvky. Ruzné modifikace formatu
Ellpack se snazi fesit nejen tento problém, ale také zlepsit mapovani CUDA vlaken
na maticové radky v poctu odpovidajicim zaplnéni daného maticového radku. Prave z
duvodu snahy najit optimalni organizaci dat v paméti spolu s vybalancovanim zatéze



jednotlivych multiprocesoru GPU patii vyzkum forméatu pro ukladani fidkych matic na
GPU mezi jedny z nejzajimavéjsich a napi. studenti zajimajici se o programovani GPU
se na této uloze mohou naucit hodné o fungovani GPU.

Vratme se ale k modifikacim formatu Ellpack. Jmenovat muzeme napiiklad hybridni
formdt [5]. Zde autoii vyuzivaji k ulozeni extrémné zaplnénych radku formétu COO
(ten ukldda explicitné pro kazdy nenulovy maticovy prvek kromé jeho hodnoty i index
sloupce a index radku). Po uréitou dobu byl tento format uznavén jako referencéni, dnes
jiz  je ovSem piekonany. V ¢ldnku [6] autor tohoto textu publikoval format nazvany
Row-grouped CSR forméat. Jde o modifikaci formatu Ellpack velice podobnou formatu
Sliced Ellpack [7]. Oba formaty déli maticové fadky do fezu o velikosti 32 fadku. Kazdy
fez se pak uklada jako samostatna matice ve formatu Ellpack. Pokud matice obsahuje
vyrazné zaplnény fadek, bude jim ovlivnén jen piislusny fez. Jde o vyraznou optimalizaci
vudi zékladnimu Ellpacku. Tyto dva forméaty jsou velice vhodné pro matice, které maji
vsechny tadky ptiblizné stejné zaplnéné. V tom piipadé oba forméty profituji ze své
jednoduchosti a podavaji velice dobry vykon. Pro mnoho vzoru zaplnéni ridkych matic
ale nejsou prilis vhodné. Dalsi vylepseni od autora tohoto textu bylo publikovano v
[8]. Tento formét, nazyvany Chunked Ellpack, se zamétuje pravé na matice, které maji
vyrazné proménlivé zaplnéni maticovych fadkt. Format umoznuje mapovat vice CUDA
vldken na jeden fadek. Podobnymi modifikacemi jsou i Bisection Ellpack [9], SELL-C-o,
[10], AdEl [11], CoAdEl [12], AdEl+ [13], nebo SURAA [14].

Pozitivni ohlasy vzbudil format CSR5 [15], ktery je zalozeny na segmentované paralelni
redukci. V poslednich letech se pozornost zamérila spise na vyvoj efektivnich kernelu pra-
cujicich s formatem CSR. Ukazuje se, ze modernéjsi GPU, kterd jsou vybavena vétsimi
vyrovnavacimi pamétmi, si ziejmé dokazi 1épe poradit s ne iplné optimalnimi piistupy
do paméti. Proto se vykon dosazitelny s formatem CSR zlepSuje a navic jde o naprosto
nejoblibenéjsi format pro praci s ridkymi maticemi, ktery vyuziva vétsina numerickych
knihoven. Fakt, ze takto ulozené matice staci pouze prekopirovat na GPU a neni nutné
provadét zadnou transformaci, mluvi jasné pro format CSR. Navic jej vyuziva i knihovna
Cusparse |16] od spolecnosti Nvidia. Tato knihovna je v soucasnosti povazovana za refe-
ren¢ni standard. S formatem CSR pracuji napi. kernely VCSR [17], CSR s automatickym
ladénim parametru 18], Adaptive CSR [19], LSRB-CSR [20] nebo LightSpMV [21], coz
jasné dokazuje, Ze v této oblasti stéle probihd aktivni vyzkum. Siroky piehled forméti,
které se objevily do roku 2017, lze najit v [22]. Nejnovéji se i objevuji snahy o vyuziti
metod strojového uceni za ucelem optimalntho mapovani CUDA vldken na maticové
radky [23].

2.3 Segmenty

Podobné jako jsme u vektorovych operaci vyuzili lambda funkci v jazyce C++ pro
zobecnéni paralelni redukce, je mozné lambda funkce vyuzit i pro zobecnéni operaci
s fidkymi maticemi nebo jim podobnych operaci. Jak jiz bylo feceno, operace SpMV
je typickd tim, ze vyzaduje co nejlepsi organizaci dat v paméti a mapovani vlaken na



maticové fadky. Ridké matice se mohou vyrazné lisit svym vzorem zaplnéni a ukazuje
se, ze zejména na GPU muze dochézet k velkym rozdilim ve vykonu praveé v zavislosti
na zaplnéni matice. Zda se tedy, ze by bylo vyhodné mit moznost snadno testovat ruzné
formaty podle toho, jaky vzor zaplnéni generuje dand tloha.

Déle je mozné si v§imnout, ze v oblasti vysoce vykonnych vypoétu (high-performance
computing, HPC) existuje vice tloh, které se ndpadné podobaji zejména operaci SpMV.
Jde napiiklad o:

1. Ridké grafy a grafové algoritmy tvoii dulezitou tiidu tloh. Grafy lze vy-
jadrovat pomoci adjacen¢nich matic [24], proto nepiekvapi, ze fada grafovych al-
goritmu bude svou podstatou podobnd maticovym operacim.

2. Nestrukturované numerické sité jsou dulezité datové struktury zejména pro
metody kone¢nych prvku a koneénych objemu. Tyto sité lze vyjadiit pomoci ad-
jacené¢nich a inciden¢nich matic [25], které jsou Fidké.

3. Metoda Particle-in-cell je metoda kombinujici lagrangeovsky a eulerovsky
pristup pro simulaci proudéni. Eulerovsky ptistup je pouzit pro popis proudéni
hustsi latky, napt. vody nebo vzduchu. Lagrangeovsky ptistup pak popisuje tidsi
latku jako napt. prach nebo pisek, u které je mozné simulovat jednotlivé ¢astice.
Ty jsou promitnuty na pouzitou numerickou sit, na které je pocitdna eulerovska
metoda. Pro vyssi efektivitu téchto metod ukladame seznam c¢éstic v dané bunce
numerické sité. Pravé tento pocet se muze vyrazné lisit bunku od bunky podobné
jako je tomu se zaplnénim ruznych fadku u fidkych matic.

4. K-means shlukova analyza je algoritmus znamy z datové analyzy nebo stro-
jového uceni. Pouziva se pro klasifikaci vektoru. Cilem je rozdélit zadané vektory
do k klastru podle zvolené metriky definujici blizkost vektoru. Ackoliv jde o NP-
uplnou tlohu, existuje iterativni aproximacni algoritmus. V pribéhu jednotlivych
iteraci je potieba udrzovat seznam vektoru v danych klastrech. Tento pocet se opét
muze vyrazné lisit klastr od klastru.

5. HeSovani je velice efektivni technika pro praci s fidkymi daty. Hesovaci algoritmy
pro GPU se objevuji teprve v poslednich letech. HashGraph [26] je jednim a nich
a vyuziva pravé CSR format k feseni hesovacich kolizi tim, ze pro kazdou kolizi v
daném radku hesovaci tabulky alokuje vice slotu. Pocet téchto slotu se také muze
vyrazné lisit pro ruzné radky tabulky.

V [27] autor tohoto textu navrhuje abstrakci nad forméty pro tidké matice zvanou
segmenty. Ta Fe$l mapovani prvku prislusejicim k ruzné velkym skupindm do linearniho
pole. K jednotlivym prvkum pak muzeme pfistupovat pomoci indexu skupiny (tj. napf.
¢islo tadku matice nebo ¢islo klastru) a lokdlniho indexu v rdmci skupiny (tj. napf.
poradi nenulového prvku v maticovém fadku nebo poradi vektoru v ramci klastru).
Segmenty na zakladé téchto indext dokazi kazdému elementu prifadit globalni index
v ramci linedrntho pole, kde jsou jednotlivé prvky uloZeny. Segmenty pak umoznuji
rychlé iterovani pres vSechny prvky nebo vypocet redukce v ramci jednotlivych skupin.
Jednotlivé segmenty reprezentuji ruzné formaty pro ukladani fidkych matic. Diky tomu



lze tyto formaty s vyhodou vyuzit i pro efektivni feseni jinych 1loh. Nazev této abstrakce
je odvozen od segmentované paralelni redukce, kterd pripomind segmenty zalozené na
CSR formétu. Podstatu této abstrakce podrobnéji znézornuje obrazek [2]

Obrazek ukazuje ulozeni fidké matice M ve formatu CSR. Tento format vyuziva dvou
velkych poli v nichz se uklddaji hodnoty nenulovych maticovych prvku a jejich sloupcové
indexy. Maticové prvky jsou zde ulozeny po tadcich a hranice jednotlivych radku jsou
ulozeny v poli ukazatelu na jednotlivé radky ve formeé indexu odkazujicich se do poli hod-
not a sloupcovych indexu. Abstrakce segmentu tak v sobé obsahuje pravé pole ukazatelu
na jednotlivé radky a na jejich zakladé pak implementuje jednotlivé operace. Abstrakce
segmenty muze byt zalozena i na jinych formatech pro ukladani ridkych matic. Jelikoz
maji segmenty jednotné rozhrani, je pak mozné snadno zkouset ruzné formaty pro danou
ulohu.

Abstrakce segmenti je implementovana v knihovné TNL. Diky ni nabizi tato knihovna
jednotné rozhrani pro praci s fidkymi maticemi a umozinuje snadno ménit pouzity ma-
ticovy format, coz se zda byt jako unikatni vlastnost této knihovny. Naptiklad soucin
ridké matice a vektoru lze s pomoci segmentu implementovat takto:

vectorProduct( const InVector& inVector, OutVector& outVector )

1

2 {

3 auto fetch = [=] __cuda_callable__ ( Index globalldx ) -> Real {

4 const Index column = columnIndexes[ globalldx ];

5 return values[ globalldx ] * inVector[ column ];

6 };

7 auto reduce = [=] __cuda_callable__ ( const Real& a, const Real& b ) -> Real {
8 return a + b;

9 };

10 auto keep = [=] __cuda_callable__ ( Index row, const Real& value ) mutable {
11 outVector[ row ] = value;

12 };

13 this->segments.reduceAllSegments( fetch, reduce, keep, 0.0 );

Na radku 13 se vold metoda reduceAllSegments, kterd provadi redukci v jednot-
livych segmentech. Opét vyuziva lambda funkci fetch, kterd zodpovida za nacitani dat.
Dostava globalni index ukazujici do poli values s hodnotami maticovych prvku a pole
columnIndexes, které obsahuje sloupcové indexy nenulovych prvki. Za pomoci hodnot
z téchto poli provede nasobeni maticového prvku s piislusnym prvkem vstupniho vek-
toru. Obdrzeny mezivysledek je pfedan funkci reduce, kterd provede secteni jednotlivych
souc¢inu. Pro kazdy maticovy radek tak dostaneme vysledek prondsobenim se vstupnim
vektorem, ktery je potfeba ulozit do vystupniho vektoru. To obstarava lambda funkce
keep.

Tento pristup umoznuje knihovné TNL spravovat jen jednu tfidu pro implementaci
fidkych matic. Pouzity format je vyjadien pomoci sablonového parametru udavajici typ
pouzitych segmentu potazmo formatu pro ukladani fidkych matic. Diky tomu jsou v
této knihovné implementovany i specializace pro binarni a symetrické matice.
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Ukazatele na Fradky

Index radku
Potadi v radku

Index v poli hodnot/sl.indexl

Sloupcové indexy
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Index segmentu
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Obrazek 2: Tento piiklad demonstruje vztah mezi segmenty a matici M reprezentova-
nou pomoci CSR formatu. Segmenty (zobrazené sedivou barvou) poskytuji
pristup do poli pro hodnoty maticovych prvku a jejich sloupcové indexy na
zakladé znalosti indexu fadku a potadi nenulového prvku v ramci maticového
radku. V feci segmentu jde o prepocet indexu segmentu a lokalniho segmentu

na globalni index ukazujici pravé do dvou zminénych poli.

11



Jak bylo jiz zminéno, segmenty lze vyuzit také pro implementaci nestrukturovanych
numerickych siti. Toto téma je naplni nésledujici ¢asti.

3 Nestrukturované numerické sité

Nestrukturované numerické sité jsou zdkladem zejména pro metody koneénych prvku
a kone¢nych objemiu. Jsou dulezité pro popis komplexnich geometrii bez nichz by ne-
bylo mozné tesit redlné tilohy naptiklad z aplikaci v prumyslu. Rizné numerické metody
vyzaduji ruzny pristup k nestrukturovanym numerickym sitim a ukladéni ruznych in-
formaci. Pritom uklddani zbyteénych idaji muze vyrazné navysit pamétové naroky pro
uloZeni sitée. Pamét ja ale zejména na GPU stéle relativné omezens. V knihovné TNL
vyuzivame moznosti Ssablonovych specializaci za uc¢elem vytvoreni staticky konfigurova-
telné site, kterou lze nastavit presné podle potieb dané numerické metody. TNL dokonce
nabizi ukladani nestrukturovanych numerickych siti libovolné dimenze.

Cel4 sit M se skldd4 z tzv. entit. Napiiklad pro trojrozmérnou sit jde o buiiky, stény,
hrany a vrcholy. Dale budeme pouzivat tzv. subentity a superentity.

Definition 3.1 (subentita). Entita F; € M je subentitou entity Fy € M, pokud plati,
ze Fy C Es, tj. dimenze entity E; je mensi nez dimenze entity FEs.

Definition 3.2 (superentita). Entita F; € M je superentitou entity Fy € M, pokud
plati, ze s C Ey, tj. dimenze entity F; je vétsi nez dimenze entity Fjs.

Omezujeme se na tzv. nestrukturované konformni silné homogenni sité. Presnéji tyto
sité popisuji nasledujici definice.

Definition 3.3 (konformnf sit). Necht M je sit. Pokud pro kazdé dvé entity F;, Fy € M
plati, Ze prunik jejich uzavérta £, N E, je bud prazdnd mnoZina nebo sifovd entita, pak
M nazyvame konformni siti.

Definition 3.4 (nestrukturovana sit). Sit se nazyva nestrukturovand, pokud kazdy vr-
chol muze byt vrcholem nekonstantniho poctu bunék.

Definition 3.5 (homogennf sit). Pokud vsechny buriky sité, tj. entity nejvyssi dimenze,
maji stejny tvar, pak ffkdame, Ze sit je slabé homogenni. Pokud maji viechny entity stejné
dimenze stejny tvar, ikdme, ze sit je silné homogenni.

Definice nestrukturované sité vlastné tika, ze pocet superentit libovolné entity této
sité neni obecné konstantni nebot z4visi na poctu sousednich entit. Na druhou stranu,
pocet subentit zavisi pouze na tvaru dané entity. V pripadé silné homogennich siti je
pocet subentit vzdy konstantni.
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Obrézek 3: Priklad dvojrozmeérné sité skladajici se ze dvou bunék (trojuhelniki) ¢y, cs,
stén (nebo hran) fi, fa, f3, f1, f5 a vrcholu vy, vy, v3, vy.

Obrazek [3| ukazuje piiklad jednoduché dvojrozmérné sité skladajici se ze dvou
trojihelniku, péti stén a ctyr vrcholu.

Sit je jednozna¢né uréena soufadnicemi svych vrcholil a definicemi svych bunék. Kazda
bunka je definovdna vycétem svych vrcholu. Zname-li tvar bunék sité, 1ze ostatni infor-
mace, tj. vztahy mezi subentitami a superentitami, jiz dopocitat. Vztahy mezi entitami
ruznych dimenzi popisuji incidenéni matice na obrazku

Vidime, ze k vyjadfeni vztahu mezi entitami ruznych dimenzi, je potfeba ulozit
pomérné velky pocet matic. S rostouci dimenzi sité tento pocet narusta jesté vyraznéji.
Datova struktura pro numerické sité v TNL umoznuje nakonfigurovat, které incidenc¢ni
matice se budou uklddat. Jednotlivé incidenéni matice jsou vyjadieny bud pomoci seg-
mentu nebo jako binarni matice. Diky této specializaci implementované v knihovné TNL
1ze redukovat pamétové pozadavky pro ulozeni sité v paméti GPU. Névrh této datové
struktury je schématicky zobrazen na obrazcich [f a [6]

V zavislosti na dimenzi bunék sité a také podle pouzité konfigurace Config, se vytvori
nékolik instanci tifidy StoragelLayer. Ty ukladaji jednak entity dané dimenze, ale v
zavislosti na konfiguraci také subentity a superentity k danym entitam.

Implementace nestrukturované numerické sité v knihovné TNL také podporuje distri-

buované vypocty na klastrech a klastrech vybavenych GPU kartami za pomoci rozhrani
MPI.
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Obrazek 4: Inciden¢ni matice reprezentujici vztahy mezi entitami sité na obrazku .

Mesh< Config, Device >

- StoragelayerFamily< Config, Device >

- StoragelLayer< Config, Device, DimTag< 0 > >

T
N3

Storagelayer< Config, Device, DimTag< 1 > >

¥

L
Storagelayer< Config, Device, DimTag< D > >

T
e e

Storagelayer< Config, Device, DimTag< D+1 > >
Obréazek 5: Zaklad navrhu datové struktury pro ukladédni nestrukturovanych nume-
rickych siti. Podle dimenze sitovych bunék je vygenerovano nékolik instanci
tiidy StorageLayer, které ukladaji entity danych dimenzi.
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Obrazek 6: Detail tiidy StoragelLayer. Tato tiida uklddd nejen entity dané di-
menze (StoragelLayer), ale v zdvislosti na konfiguraci sité (Config)
také zvolené subentity (SubentityStoragelayer) a  superentity
(SuperentityStoragelayer).
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4 ReSeni parcialnich diferencialnich rovnic na GPU

V této casti se budeme zabyvat vyvojem paralelnich algoritmu pro feSeni ruznych typu
parcialnich diferencidlnich rovnic. Obrazek [7] ukazuje schématicky vyuziti jednotlivych
algoritmu a datovych struktur, které jsme predstavili v predchozim textu. Zakladem

BN

Vektorové vyrazy Paralelni redukce Prefix-sum Segmenty
RK metody Krylovovy metody k———Ridké matice Nestrukturované sité —— Multigridni metody
~— [ = > ]
Konecné diference Konecné objemy Konecné proky

Obréazek 7: Tento obrazek ukazuje vztahy mezi jednotlivymi algoritmy a datovymi struk-
turami pouzivanymi pii vyvoji paralelnich resi¢u parcialnich diferencialnich
rovnic.

jsou operace jako vektorové vyrazy a paralelni redukce, které se vyuzivaji hlavné k im-
plementaci Rungovych-Kuttovych metod pro feseni systému obycejnych diferencialnich
rovnic, které vznikaji pti explicitnim feSeni ¢asové zavislych parcidlnich diferencialnich
rovnic. Stejné tak i metody Krylovovych podprostoru vyuzivaji vektorové vyrazy a pa-
ralelni redukci pro vypocet skaldrnich souc¢inu. Operace prefix-sum je obdobou redukce.
Napocitava napr. castecné sumy pro zadanou vstupni posloupnost. Tato operace je
uzitecna pro efektivni inicializaci formatu pro fidké matice potazmo struktury zvané
segmenty v knihovné TNL. Na zakladé segmentu jsou pak postaveny ridké matice, které
jsou zékladem pro semi-implicitni metody feSeni ¢asové zavislych nebo linearnich elip-
tickych parcidlnich diferencialnich rovnic. Segmenty jsou také zakladem, na kterém stoji
datova struktura pro nestrukturované numerické sité, jez jsou nezbytné pro metodu
kone¢nych prvku a koneénych objemu. S nestrukturovanymi sitémi souvisi i multigridni
metody, které vyuzivaji sadu numerickych siti s ruzné jemnym rozliSenim pro urychleni
konvergence pii feseni linearnich soustav.

V nasledujici ¢asti predvedeme paralelni fesice na feSeni nékterych typu parcidlnich
diferencialnich rovnic na GPU.
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4.1 Vyvoj ploch a kfivek podle kfivosti

Mnoho tloh z fyziky a aplikované matematiky se zabyva modelovanim tvart. Jmeno-
vat muzeme napiiklad fazové prechody jako tani nebo tuhnuti [28], rust krystalu [29],
siten{ lesnich pozaru |30], vicefazové proudéni [31], segmentace obrazovych dat [32] nebo
simulace 3D tisku [33]. Z matematického pohledu se zabyvame evoluci jedné nebo vice
variet v R"™ které ovSem nemusi byt vsude hladké nebo diferencovatelné. Navic muze
dochazet k topologickym zménam jako je spojeni vice variet do jedné nebo naopak
rozdéleni jedné variety na nékolik separovanych variet. Pravé tyto topologické zmény
tvori nejvétsi prekazky pii numerickém feSeni téchto tloh. Z tohoto duvodu vzniklo
nékolik ruznych pristupu a formulaci. Lze je rozdélit do tif zakladnich skupin:

1. Grafovd formulace je nejjednodussi a ve skutecnosti tento piistup neumoznuje
zédné topologické zmény. V fadé uloh je ale tato formulace vice nez dostacujici. V
tomto pripadé je modelovana kiivka nebo plocha popséna jako

I'={(x,u(x)) e R" | x € Q}.

2. Lagrangeovskd (parametrickd) formulace je zalozena na parametrizaci modelované
krivky nebo plochy. Jde o velice efektivni pristup, ktery umozinuje provadét topo-
logické zmény ovSem za cenu vyrazné komplikovanych algoritmu zejména pokud
jde o topologické zmény u ploch. Pro svou efektivitu je vSak s oblibou pouzivan
zejména naptiklad v tlohach, kde k topologickym zméndm nedochazi. V tomto
piipadé je kiivka (m = 1) nebo plocha (m = 2) popséana jako

I'={u(x) eR"|xe<0,1>"}.

3. Implicitni formulace (vrstevnicovd metoda a metoda fazového pole) je navrzena
zejména za tcelem snadného modelovani topologickych zmén. Vyuziva se implicitni
popis variety, ktery vyzaduje navyseni dimenze ulohy a tim a zvySeni vypocetni
narocnosti. V implicitnim popisu jsou vSak topologické zmény oSetfeny automa-
ticky a tim se tyto metody stavaji robustnéjsimi. V tomto piipadé je modelovana
kiivka nebo plocha popsana jako

'={xe€Q|ux)=0}

Mezi zékladni tlohy pii modelovani evoluce kiivek a ploch patii vyvoj podle stiedni
kiivosti. Tuto ulohu je mozné odvodit pomoci minimalizace délky kiivky nebo obsahu

plochy, obecné funkcionalu
min / 1dS.
I Jr

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice spolu s metodou gradientniho sestupu vedou na rovnici

17



Op = —QV-(VC;>+F()naQ><(O,T], (2)
Q lt=0 = @ini na (3)
¢ = g nadf, (4)

kde

e Q=1/1+]|Ve|® pro grafovou formulaci,

e ()= /e+ ]Vg0|2 pro vrstevnicovou formulaci.

Rovnice |3] minimalizuje délku kiivky nebo obsah modelované plochy a lze pro ni
dokézat nésledujici energetickou rovnost [34]

/Q(at“ da +§E/Qd (5)

ktera potvrzuje, ze ¢asova derivace plochy grafu funkce je nekladna.

Vyuziva se napiiklad pii modelovani fazovych prechodu. M4 silny vyhlazovaci tcinek,
coz je uzitetné pri segmentovani obrazovych dat obsahujicich Sum. Obrazek [§ ukazuje
aplikaci vrstevnicové metody pro segmentaci dat z magnetické rezonance.

Obrazek 8: Aplikace vrstevnicové metody pro vyvoj kiivek podle kfivosti na segmentaci
dat z magnetické rezonance.

Tuto ulohu lze numericky aproximovat pomoci metody konec¢nych diferenci kombino-
vanou bud’ s nékterou Rungovou-Kuttovou metodou v ptipadé explicitni ¢asové diskreti-
zace nebo vhodnou metodou Krylovovych podprostoru v pripadé semi-implicitni ¢asové
diskretizace. PTi porovnani rychlosti vypoctu na grafické karté na GeForce GTX 480 a
procesoru AMD Opteron 6172 s 12 jadry bylo dosazeno urychleni az 10x [35].
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4.2 Anizotropni Willmoriiv tok

Jako dalsi ptiklad zminime feseni tlohy anizotropniho Willmorova toku. Za tim tucelem
nejprve zavedeme pojem anizotropie.

Definition 4.1. Rikdme, ze funkce 7 je pozitivné homogennf s fédem jedna, préave kdyz
plati
v (AP) = Ay (P) pro P e R"\ {0} ,\ > 0.

Definition 4.2. Piipustnd anizotropni funkce (admissible anisotropy function) je funkce
v :R"\ {0} = RT, v € C3(R"™ \ {0}), kterd je pozitivné homogenn{ s fédem jedna a
je konvexni v tom smyslu, ze existuje konstanta ¢y > 0 takova, ze

(6)

a’D*(v(p))q > ¢ |lal|® pro viechna p,q € R" s p-q=0,|p| = 1.

Anizotropni funkce v = 7(p) umoziuje definovat anizotropni kiivost H., jako

Hy =V - (Vpr(Ve, -1)), (7)

Na zakladé takto definované anizotropni kiivosti lze zavést Willmoruv funkcional W,

W, (I(0) = 5

H2dS,
2 Jrw

(8)

Willmoruv tok (Willmore flow) je gradientni tok (gradient flow) pro minimalizaci
funkciondlu (§). Jde o dlohu étvrtého fadu tvaru

1 w?
ou = —QV - (1[-_?WVU;7 — §%VU) na (0,7) x Q, 9)
wy, = @QH,na (0,T) x Q, (10)

U |i=0 = wug na €, (11)

U = g1, Wy = g2 na aQ? (12)

kde E, (u);; = OpiOp;y (Vu,—1) je tenzor anizotropni projekce do tangencidlniho
prostoru. Pro tuto tlohu autor tohoto textu ukazal energetickou rovnost [36] podobnou

rovnosti ()

(Dyu)? 1d/ )
de + =— [ H2Qdz =0
/Q o Ty ),Hew=0

<0

ktera opét potrvzuje, ze casova derivace Willmorovy energie je nekladna.

Prave fakt, ze jde o silné nelinearni tdlohu c¢tvrtého tadu, klade velké naroky na
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vypocéetni vykon, nebot pro numerickou aproximaci je nutné volit velmi malé ¢asové
kroky. Pravé z duvodu vyrazné nelinearity rovnice se ukazuje jako vyhodnéjsi dis-
kretizace metodou komplementarnich objemu v porovnani s ¢istou metodou konecnych
diferenc [37] [36]. Obrdzek [0 demonstruje vyvoj plochy pravé podle anizotropniho Will-

morova toku.

o

NN
NN
¥

2 = o 2
2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 2 -15-1-05 0 05 1 15 2 2 -15-1-05 0 05 1 15 2

Obréazek 9: Ukazka vyvoje plochy pomoci grafové formulace Willmorova toku.

Pii vypoctech na grafické karté GeForce GTX 280 a procesoru Intel Core 2 Quad se
4 jadry bylo dosazeno urychlen{ az 6x [36].

4.3 Navierovy-Stokesovy rovnice pro nestlacitelné proudéni

Simulace nestlacitelného proudéni pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic patii mezi

vvvvvv

typicky priklad vypocetné velmi narocné tlohy. Bez pochyby lze tici, ze vypocetni dyna-
mika tekutin (computational fluid dynamics, CFD) je tzce svdzana s doménou vysoce
vykonnych vypoctu (high-performance computing, HPC). V této ¢ésti ukdzeme parale-
lizaci vysoce efektivniho multigridniho fesice pro GPU.

Uvazujeme zjednodusenou tlohu ve dvou dimenzich nasledujiciho tvaru
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w+u-Vu—vrvAu+Vp = 0na ), (13)
Vu = Ona(, (14)

u(0,:) = ugnaQ, (15)

u = 0na liyain, (16)

Uy = Uin, Uy = 0 na Dipe, (17)
—pn+v(Vu)-n = 0mna Loyet, (18)

(v(Vu) -n), =0,u, = 0na Cypper- (19)

kde u je rychlostni pole, p je tlak a v vazkost. Vyznam okrajovych podminek (17)-
objasiiuje obrdzek [L0l Jde o zjednodusenou tlohu vypoctu proudéni vzduchu nad
meéstskou zastavbou.

I3 (upper)

F4 T F2
(inlet) > (outlet)

T’y (terrain)

Obréazek 10: Schéma tlohy feSeni nestlacitelného proudéni pomoci Navierovych-
Stokesovych rovnic.

Diskretizace pomoci Oseenova schématu a Crouzeixovych-Raviartovych konecénych
prvku [38] vede na indefinitni systém linedrnich rovnic tvaru

A, (@) 0 -B, vl f, (i)
0 A@ETH -B, || m f =] f@) ), (20)
B? B! 0 p* g

kde A,, Ay obsahuje advekéni a viskozni cleny, B., Ey obsahuje divergenc¢ni cleny,
u* = (@}, a}) je vektor reprezentujici aproximaci rychlostniho pole u* a £.(@*), £,(@*) s
g zastupuji pravou stranu v Oseenové schématu. Z duvodu indefinitnosti je tento systém
tézko tesitelny za pomoci samotnych metod Krylovovych podprostori. Systém proto

resime multigridnim feSicem Vankova typu. Ten vychazi z Jacobiho iteracni metody, jako
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vétsina multigridnich metod. V tomto ptipadé jde vsak o blokovou variantu Jacobiho
metody. Iteruje se pres jednotlivé elementy sité a fesi se malé lokdlni linedrni systémy
svazané jen s proménnymi pro dany element. Za tim ucelem se linearni systém
nejprve transformuje do podoby, kde vystupuji lokalni systémy pro jednotlivé elementy.
Tuto extrakci demonstruje obrazek [11]

1 A —BT - ]
.o . Ay.. . . uy — fy
B p g

Obrazek 11: Extrakce lokalnich linedrnich systému pro Vankuv fesic.

Vysledné lokélni systémy maji stejnou strukturu jako globalni systém , skladaji
se ale ze dvou diagonalnich blokt o rozmérech 3 x 3 pro x-ovou a y-ovou slozku a dale
ze dvou bloku o rozmérech 3 x 1, které reprezentuji divergenc¢ni ¢leny. Cely blok vypadé
takto

AE 0 _bE\ [fuk\ (K
0 Af —bf u;( - ff ) (21)
(b)) (by)" 0 p" g"

Pro kazdy element numerické sité je potieba v rdmci blokové Jacobiho metody vyftesit
prislusny lokdlni systém. To se provadi pomoci Schurova dopliku a adjungovanych ma-
tic. Vyhoda tohoto pristupu je v tom, ze tyto lokalni systémy lze efektivné fesit na
jednotlivych multipocesorech GPU s vyuzitim rychlych sdilenych paméti. Eliminuje se
tak 1izké hrdlo v podobé pamétového subsytému a lépe se tak vyuzivd vypocetni po-
tencidl GPU. Tento multigridni fesi¢ pak lze pocitat kompletné na GPU [39], jak ukazuje
obrazek [12]
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Obrazek 12: Schéma multigridntho fteSice pro feseni nestlacitelnych Navierovych-
Stokesovych rovnic.

Pii simulacich na grafické karté Nvidia Tesla K40 a procesoru Intel i7-3770 se 4 jadry
bylo dosazeno urychleni az 11x. Vysledné proudové pole spolu se zakladni numerickou
sit{ je zobrazeno na obrazku

Obrazek 13: Numerické sit pouzitd pro simulaci nestlacitelného proudéni ve 2D.

4.4 Vicefazové proudéni v poréznim prostredi
Na zaver této ¢asti se budeme vénovat feseni vicefazového proudéni v poréznim prostiedi.

Tuto ulohu lze matematicky formulovat jako systém parcidlnich diferencidlnich rovnic
tvaru
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Obrazek 14: Vysledné proudové pole ze simulace nestlacitelného proudéni ve 2D.

n n n
Z Nm-@th + Z U.Z',j . VZ] + ZTi’ij"’
j=1 j=1 j=1

Ve |m <— > DiVZi+ wi> +3 Za; | = finaQx(0,7) (22)
=1 j=1
Z =0 = Zini, nal, (23)
Z; = Zf, na F;-D pro j €n,
Vi-ngg = v, na F;V pro i € n,

(24)

proi=1,...,n, kde Z = (Z,...,Z,)" je vektor neznamych funkei Z; = Z;(t,x), v; je
rychlostni ¢len dany jako

vi=—>» D;;VZ,+w;, 25
»J J J
7j=1

a okraje 0f) oblasti {2 splnuji

F?UF;V = Jproj=1,...,n,
I‘Jpﬂf‘é\f = Pproj=1,...,n.

Vsechny ostatni koeficienty N; ;, w;;, mq, D;j, w;, a;j, 5; a f; jsou dané pro vsechna
1,7=1,...,n.

Systém 1} lze diskretizovat za pomoci metody smiSenych konecnych prvku [40].
V publikaci || jsou pouzity Raviartovy-Thomasovy-Nédélecovy koneéné prvky. Clen v;
ve vyrazu (22) zpusobuje, ze vysledny linedrni systém je opét indefinitni. Tentokrat je
k jeho feseni pouzita metoda hybridizace [40]. Jeji hlavni myslenka spocivd ve vyuziti
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metody dekompozice oblasti (domain decompostion method) k transformaci proménnych
uklddanych na konecnych prvcich na jinou veli¢inu ulozenou na hranici koneéného prvku.
Tim se podobné jako u Vankova fesice dojde k mensim lokalnim systémum, které se fesi
na hranicich jednotlivych elementu. Néasledné je pouzita vhodna metoda Krylovovych
podprostoru, konkrétné GMRES metoda. Metodu hybridizace tak lze v tomto kontextu
chapat i jako jisty druh prfedpodminéni. Odvozeny fesi¢ byl implementovany s pomoci
knihovny TNL a miuze bézet bud kompletné na vicejddrovém procesoru nebo na GPU.

Vysledky obdrzené pii feseni McWhorterovy-Sunadovy tulohy ve 2D a ve 3D

jsou zobrazeny na obrézku [15| (pouzité nestrukturované numerické sité) a [16| (vysledek
simulace).

Obrazek 15: Nestrukturované numerické sité pouzité pro teSseni McWhorterovy-
Sunadovy tlohy ve 2D a ve 3D.

09 05
I- 06 —06
03 03
0.0 00

Obrazek 16: Vysledné koncentrace injektované latky pii simulaci McWhorterovy-
Sunadovy tlohy ve 2D a ve 3D.
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Pti vypoctech na grafické karté Nvidia Tesla K40 a procesoru Intel i7-5820K se 6 jadry
bylo dosazeno urychleni az 7.5x.

5 Shrnuti a zavér

V této prednasce jsme se snazili zachytit Sirsi aspekty vyvoje paralelnich fesicu
parcialnich diferencialnich rovnic pro béh na GPU. Ukézali jsme vyhody architektury
GPU, kterd ze své podstaty nabizi lepsi skalovatelnost v porovnani s béznymi proce-
sory, a tak lze v budoucnu ocekavat stale zvétsujici se rozdil mezi vykonem procesoru
a GPU. Vyvoj algoritmu pro GPU ale neni v zadném pripadé jednoduchy a vyzaduje
podrobnou znalost této architektury. To je muze Cinit tézko pristupnym napf. pro ko-
munitu numerickych matematiki. Ukazali jsme, ze funkcionalni knihovny jako je Blas
nebo Cublas nemusi byt nejlepsim feSenim a nastinili jsme moznosti vyuziti modernich
vlastnosti jazyka C++.

Déle jsme predstavili knihovnu TNL, kterd se snazi profitovat pravé z vlastnosti
novych standardu jazyka C+-+. Vyuzivé techniky jako Sablonové specializace, vyrazové
Sablony nebo lambda funkce k tomu, aby nabidla jednotné rozhrani pro vyvoj para-
lelnich algoritmu. V nékterych piipadech je pak mozné napsat jeden kod, ktery muze
bézet jak na vicejadrovych procesorech tak i na GPU. Predstavili jsme abstrakci formatu
pro ukladani ridkych matic zvanou segmenty, na zakladé kterych TNL implementuje ro-
bustni datovou strukturu pro préaci s fidkymi maticemi ale také datovou strukturu pro
ukladani a operace s nestrukturovanymi numerickymi sitémi.

Za pomoci zminénych algoritmu a datovych struktur pak lze vyvijet paralelni fesice
pro numerickou aproximaci parcidlnich diferencialnich rovnic. Ukazali jsme feSice pro
ruzné typy téchto rovnic. Jednak slo o modelovani evoluce krivek a ploch a to konkrétnéji
o vyvoj podle sttedni kiivosti s aplikaci na segmentaci medicinskych dat. Dale jsme
predvedli paralelni fesi¢ pro aproximaci anizotropniho Willmorova toku. Nakonec jsme
se zabyvali efektivnim feSenim indefinitnich linearnich systému, které vznikaji naptiklad
pro feseni nestlacitelnych Navierovych-Stokesovych rovnic nebo vicefazového proudéni
v poréznim prostiedi. Na téchto tlohach jsme demonstrovali paralelizaci Vankova mul-
tigridniho fesi¢e a hybridni metodu smisenych konec¢nych prvku. U zminénych tloh se pa-
ralelizaci na GPU podarilo dosahnout urychleni 6 krat az 11 krat v porovnani s vypocty
na procesorech.
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