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Souhrn

Tato habilitačńı přednáška se zabývá využit́ım grafických akcelerátor̊u (GPU, graphics
processing units) pro urychleńı výpočetně náročných numerických algoritmů zejména při
numerickém řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Tyto akcelerátory byly od počátku
navrženy pro paralelńı zpracováńı kódu a pro práci s velkými objemy dat reprezentuj́ıćı
textury. Dı́ky tomu dnes nab́ıźı mnohem vyšš́ı výkon v porovnáńı s běžnými proce-
sory. GPU obsahuj́ı velký počet jednoduchých výpočetńıch jednotek a návrh GPU nav́ıc
umožňuje relativně snadno tento počet navyšovat na rozd́ıl od procesor̊u. To naznačuje,
že výkon GPU by i v budoucnu mohl r̊ust stále rychleji a to i v porovnáńı s r̊ustem
výkonu procesor̊u. Nevýhodou návrhu GPU je ovšem to, že je poměrně náročné tyto ar-
chitektury programovat. Zájemce o programováńı GPU muśı mı́t velice dobrou znalost
této architektury. Samotný návrh algoritmů pak vyžaduje zcela jiný př́ıstup, než na co
jsme zvykĺı u procesor̊u. Řada numerických algoritmů je nav́ıc výrazně sekvenčńıch a
t́ım pádem zcela nevhodných pro běh na GPU. Paralelizace těchto algoritmů může být
velmi netriviálńı a může vyžadovat intenzivńı několikaletý výzkum. Ukazuje se, že je
téměř nemožné modifikovat numerické knihovny vyvinuté p̊uvodně pro procesory tak,
aby mohly efektivně využ́ıvat vysoký výkon GPU. To vše zp̊usobuje, že i po téměř dva-
ceti letech, co jsou GPU úspěšně využ́ıvána pro numerické výpočty, je jejich nasazeńı
při numerickém řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic stále poměrně omezené.

Ćılem této přednášky je ukázat zp̊usoby, jak lze GPU využ́ıt právě pro řešeńı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Prezentujeme paralelńı řešiče pro r̊uzné úlohy a nu-
merické metody, jmenovitě metody konečných diferenćı, konečných objemů a konečných
prvk̊u. U každého algoritmu uvád́ıme urychleńı dosažené při porovnáńı doby výpočtu
na srovnatelném procesoru a GPU. Autor tohoto textu je zároveň vedoućım projektu
TNL (Template Numerical Library, www.tnl-project.org), což je numerická knihovna
vyv́ıjena na katedře matematiky Fakulty jaderné a fyzikálně inženýrské. Tato knihovna
nejen implementuje některé paralelńı algoritmy a datové struktury, ale jednou z prio-
rit tohoto projektu je usnadněńı vývoje numerických řešič̊u pro paralelńı architektury
obecně. Knihovna proto nab́ıźı unifikované rozhrańı pro vývoj paralelńıch algoritmů,
které pak mohou být automaticky provozovány jak na v́ıcejádrových procesorech tak
i na GPU. Některé numerické řešiče pro parciálńı diferenciálńı rovnice byly implemen-
továny právě s pomoćı knihovny TNL.

www.tnl-project.org


Summary

This habilitation thesis deals with a use of graphics processing units (GPU) for acce-
lerating solution of computationally expensive numerical algorithms, especially solvers
of partial differential equations. These accelerators were from the beginning designed
for parallel processing and for work with large data sets representing textures. Because
of this, they offer significantly higher computational performance compared to com-
mon CPUs. GPUs contain many computational cores and the design of GPUs allows
increasing this number relatively easily, in contrast to CPUs. It indicates that the per-
formance of GPUs could be increasing faster compared with the increase of performance
of CPUs. A disadvantage of the GPU design is its complexity, which makes this archi-
tecture hard for programming. Developers who want to write code for GPU must have
deep knowledge of this architecture, which is not true for common CPUs. The design
of parallel algorithms for GPUs requires a completely different approach compared to
what we are used to from programming of CPUs. A number of numerical algorithms
are strongly sequential and thus completely inadequate to run on GPUs. Parallelization
of such algorithms can be a difficult task, demanding years of research. It turns out
that it is almost impossible to modify older numerical libraries which were designed for
CPUs for efficient run on GPUs. This all is a reason why even after almost twenty years
of using GPUs for numerical simulations, their setting in numerical solution of partial
differential equations is still rather limited.

The aim of this presentation is to show the ways how one can use GPUs for numerical
solution of partial differential equations. We present parallel solvers for different problems
and numerical methods, namely methods of finite difference, finite volume and finite
element. For each algorithm we show speedup obtained by comparison of computational
times on CPU and GPU. The author of this text is also a leader of TNL (Template
Numerical Library, www.tnl-project.org) project, which is a numerical library being
developed at the Department of Mathematics at Faculty of Nuclear Sciences and Physical
Engineering. This library offers a number of algorithms and data structures. One of the
main priorities of this project is to simplify the development of parallel algorithms to run
on multicore CPUs and GPUs. Some numerical solvers of partial differential equations
presented in this text were implemented with the use of TNL library.
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1 Úvod

Řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic patř́ı mezi jedny z výpočetně nejnáročněǰśıch
úloh. Poč́ınaje snahou o co nejpřesněǰśı řešeńı turbulentńıho prouděńı, které dokáže
vyt́ıžit i dnešńı nejvýkonněǰśı superpoč́ıtače, přes r̊uzné diferenciálńı modely aplikované
v materiálových vědách, energetice, biologii až po zpracováńı medićınských dat, které
bychom rádi prováděli v řádu sekund maximálně minut. Poptávka po neustále větš́ım
výpočetńım výkonu neutichá od počátk̊u využit́ı poč́ıtač̊u pro numerické metody v polo-
vině minulého stolet́ı. Neustále se nám odkrývaj́ı nové možnosti, jak odvozovat stále kom-
plexněǰśı a výpočetně náročněǰśı metody. A stále existuje řada fyzikálńıch problémů na
jejichž řešeńı jsou i dnešńı nejvýkonněǰśı superpoč́ıtače nedostačuj́ıćı. Jmenovat můžeme
např́ıklad již zmı́něné turbulentńı prouděńı nebo výpočetńı jadernou fyziku. I proto jsme
dnes svědky závodu o postaveńı prvńıho superpoč́ıtače s výkonem větš́ım než jeden
exaflop. Je velice pravděpodobné, že takový poč́ıtač bude intenzivně využ́ıvat grafické
akcelerátory (GPU, graphic processing unit).

Od počátku konstrukce poč́ıtač̊u založených na von Neumannově architektuře až téměř
do konce dvacátého stolet́ı rostl výkon procesor̊u (CPU, central processing unit) ex-
ponenciálně zejména d́ıky rostoućımu taktu. Ten zač́ınal na v řádech kHz a dospěl
až k několika GHz. Souběžně s t́ım docházelo ke zmenšováńı výrobńıho procesu, což
umožňovalo na stejnou plochu vměstnat v́ıce logických prvk̊u a vytvářet tak v́ıce so-
fistikované architektury. Samotný r̊ust frekvence ovšem výrazně navyšuje energetickou
spotřebu mikročip̊u a jakmile se tato frekvence dostala na řád gigahertz̊u, začaly se pro-
jevovat problémy nejen s vyzářeným teplem ale také se spotřebou elektrické energie.
Výrobci procesor̊u se tak vydali cestou navyšováńı počtu procesorových jader. T́ım jsme
byli schopni dosáhnout vyšš́ı energetické efektivity ovšem za cenu nutnosti vyv́ıjet para-
lelńı aplikace. Takto konstruované procesory patř́ı mezi architektury se sd́ılenou pamět́ı,
tzn. že všechna procesorová jádra jsou připojena ke sd́ıleným pamět’ovým modul̊um. A
právě propojeńı procesorových jader mezi sebou a se sd́ılenými pamět’ovými moduly se
stává obt́ıžné s rostoućım počtem těchto jader. Historie ukazuje, že největš́ı systémy se
sd́ılenou pamět́ı dosahuj́ı maximálńıho počtu nižš́ıch stovek jader. V nedávné minulosti
tento fakt potvrdil např́ıklad akcelerátor Intel Xeon Phi, který byl navržen jako procesor
s velkým počtem jednodušš́ıch jader. Vývoj této architektury byl ovšem ukončen, velice
pravděpodobně právě z d̊uvodu obt́ıžného navyšováńı počtu jader.

Již před př́ıchodem v́ıcejádrových procesor̊u se koncem devadesátých let dvacátého sto-
let́ı objevily výkonné grafické akcelerátory. Velice brzy se ukázalo, že tyto karty je možné
použ́ıt i pro jiné výpočty než jen vykreslováńı grafických scén. GPU se v pr̊uběhu let
vyv́ıjely v programovatelná zař́ızeńı. Nejprve proto, aby vývojáři zejména poč́ıtačových
her mohli implementovat své vlastńı grafické efekty. Za t́ım účelem použ́ıvané tzv. pixel
shadery a vertex shadery byly později přetvořeny v obecné výpočetńı jednotky. Ty jsou
na rozd́ıl od procesorových jader mnohem jednodušš́ı a na GPU jich je vetš́ı počet. Jsou
rozděleny do několika nezávislých multiprocesor̊u, což znamená, že př́ımo spolu mohou
komunikovat pouze jednotky v rámci jednoho multiprocesoru. T́ım GPU chytře obcháźı
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již zmı́něnou past architektur se sd́ılenou pamět́ı. Dı́ky tomu dnes mohou mı́t GPU i
několik tiśıc výpočetńıch jednotek. Nevýhodou tohoto př́ıstupu jsou výrazné komplikace
pro vývojáře.

Pokud se výrobci mikroprocesor̊u potýkali s problémem rostoućı energetické spotřeby,
o to v́ıc to plat́ı pro výrobce pamět’ových modul̊u, jejichž výkon d́ıky tomu rostl výrazněji
pomaleji než u procesor̊u. T́ım se stalo, že rozd́ıl mezi výkonem procesor̊u a pamět’ových
susbsystémů se zvětšoval po dobu v́ıce než dvou dekád až do stavu, kdy procesor může
čekat i v́ıce než 200 takt̊u na přenos dat z pamět’ových modul̊u. Paměti jsou tedy až o
dva řády pomaleǰśı než současné procesory. V mnoha aplikaćıch je t́ım nejd̊uležitěǰśım
činitelem ovlivňuj́ıćım výkon právě efektivńı př́ıstup do paměti a intenzivńı využ́ıváńı vy-
rovnávaćıch pamět́ı tzv. cache memory. Paradoxně tak plat́ı, že např. operace z lineárńı
algebry, na kterých stoj́ı výrazná většina numerických metod a řešič̊u, je limitována
v prvé řadě pomalým př́ıstupem do paměti a až potom výkonem procesoru. V takové
situaci pak ani navyšováńı počtu procesorových jader nepřinese žádné urychleńı. Daľśı
výhodou GPU tak je fakt, že paměti dodávané s těmito akcelerátory jsou výrazně rych-
leǰśı než paměti připojené k procesor̊um. I to s sebou ovšem nese některé komplikace.
Dı́ky tomu, že GPU využ́ıvá vlastńı optimalizované pamět’ové moduly, neńı tato pamět’

př́ımo sd́ılená s procesorem a vývojáři tak muśı explicitně provádět koṕırováńı dat mezi
operačńı pamět́ı procesoru a pamět́ı spojenou s GPU. Manipulace se dvěma adresovými
prostory pak výrazně komplikuje vývoj algoritmů pro GPU.

Obrázek 1 ukazuje porovnáńı architektur CPU a GPU. Ukazuje, že energetická efekti-
vita GPU je výrazně vyšš́ı než je tomu u procesor̊u. Jelikož právě energetické efektivita
je kĺıčovým parametrem při návrhu nejvýkonněǰśıch superpoč́ıtač̊u, lze nalézt GPU v
mnoha systémech uvedených na seznamu Top 500 1.

O výhodách architektury GPU pro věděcké výpočty již dnes nelze ani v nejmenš́ım po-
chybovat. Přesto by se dalo ř́ıci, že GPU ve vědeckých výpočtech nenašla tak významné
uplatněńı, jak by bylo možné. Důvodem je již zmı́něná výrazná odlǐsnost od obecných
procesor̊u. To zp̊usobuje, že je prakticky nemožné portovat již existuj́ıćı knihovny a soft-
warové baĺıky p̊uvodně navržené na CPU pro běh na GPU. GPU často vyžaduje jinou
organizaci dat v paměti, což by vyžadovalo kompletńı přepsáńı mnoha datových struk-
tur. U velkých baĺık̊u jako OpenFOAM, PETSc, Ansys apod. je toto prakticky nemožné.
Zřejmě i to je d̊uvodem, proč GPU jsou dnes využ́ıvána mnohem v́ıce v oblasti strojového
učeńı, nebot’ významné softwarové baĺıky jako TensorFlow, Theano, Caffe2 byly napsány
až po př́ıchodu nástroje CUDA (Compute Unified Device Architecture), který významně
zjednodušil vývoj kódu pro GPU od společnosti Nvidia.

Pokud jde o softwarové nástroje s podporou GPU využitelné pro řešeńı parciálńıch di-
ferenciálńıch rovnic, omezuje se jejich výčet sṕı̌se na menš́ı jednoúčelové nástroje. Kom-
pletńı ucelený baĺık, alespoň pokud je autorovi známo, neexistuje. Alespoň částečně
se tuto mezeru snaž́ı zaplnit projekt TNL (Template Numerical Library, www.tnl-
project.org) jenž je pod vedeńım autora vyv́ıjen na katedře matematiky na Fakultě
jaderné a fyzikálně inženýrské od roku 2004. V tomto textu předvedeme základńı algo-

1www.top500.org
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Nvidia A100 AMD Instinct MI100

Počet jader 6912 @ 1.41GHz 7680 @ 1.2GHz
Max. výkon 19.5/9.7 TFlops 23/11 TFlops

Max. výkon s tenzory 156 /– TFlops –/–
Max. RAM 80 GB 32 GB

Datová propustnost 2039 GB/s 1200 GB/s
Energetická náročnost 400 W 300 W

Intel Xeon W-3375 AMD EPYC 2 Rome 7H12

Počet jader 38 @ 2.5 GHz 64 @ 2.4GHz
Max. výkon ≈ 1.14 / 0.57 TFlops ≈ 2 / 1 TFlops

Max. výkon s tenzory –/– –/–
Max. RAM 4 TB 2 TB

Datová propustnost 204 GB/s 204 GB/s
Energetická náročnost 270W 280 W

Obrázek 1: Porovnáńı architektur grafických akcelerátor̊u a procesor̊u.

3



ritmy a datové struktury nezbytné pro vývoj paralelńıch numerických řešič̊u parciálńıch
diferenciálńıch rovnic. Některé z nich jsou již i součást́ı knihovny TNL jej́ıž prioritou je
i obaleńı těchto algoritmů a datových struktur do rozhrańı využ́ıvaj́ıćı moderńıch vlast-
nosti jazyka C++ za účelem vytvořeńı jednoduchého a flexibilńıho rozhrańı pro uživatele
neznalé detail̊u programováńı pro GPU.

2 Lineárńı algebra

Vektorové operace patř́ı mezi základńı operace lineárńı algebry. Jak již bylo řečeno,
jsou tyto operace nejv́ıce omezovány datovou propustnost́ı použité hardwarové archi-
tektury. Je proto potřeba tyto operace implementovat s využit́ım optimálńıch př́ıstup̊u
do paměti. Přesto, že se jedná o velice jednoduché operace, jejich optimalizovaná imple-
mentace může být poměrně komplikovaná. Toto plat́ı zejména pro operace s maticemi,
kde lze efektivńım využit́ım vyrovnávaćıch pamět́ı urychlit výpočty až o jeden řád. Je-
likož optimálńı implementace může být výrazně závislá na použité hardwarové archi-
tektuře, r̊uzńı dodavatelé hardwaru často poskytuj́ı vlastńı implementace. Ty většinou
použ́ıvaj́ı standardizované rozhrańı Blas (Basic Linear Algebra Subprorgrams), které
následně umožňuje snadné portováńı numerického kódu pro r̊uzné architektury. Blas se
děĺı na tři úrovně podle složitosti implementovaných algoritmů. Blas level 1 implemen-
tuje vektorové operace se složitost́ı O(n), pokud n znač́ı velikost vektoru. Blas level 2
implementuje operace s maticemi se složitost́ı O(n2), kde n znač́ı rozměry matice. Nako-
nec Blas level 3 implementuje maticové algoritmy se složitost́ı O(n3). S př́ıchodem GPU
logicky vznikly i varianty Blasu optimalizované pro běh na těchto kartách. Např́ıklad
pro karty od společnosti Nvidia jde o knihovnu Cublas [1].

Nevýhodu standardu Blas lze z dnešńıho pohledu spatřovat v jeho zastaralosti. Byl
navržen koncem sedmdesátých let a jeho základ vycháźı z knihovny psané v jazyce For-
tran. Jde tedy o čistě funkcionálńı př́ıstup, který nevyuž́ıvá moderńı programovaćı tech-
niky jako např́ıklad šablonové programováńı nebo lambda funkce. V této části ukážeme,
jak lze těchto nástroj̊u využ́ıt k snazš́ımu vývoji paralelńıch algoritmů, které nav́ıc mohou
být efektivněǰśı.

2.1 Vektorové operace

Jako prvńı si předvedeme využit́ı techniky zvané výrazové šablony (expression tem-
plates) pro zpracováńı vektorových výraz̊u. Jako př́ıklad budeme uvažovat vyč́ısleńı
následuj́ıćıho výrazu.

~x = ~a+ 2~b+ 3~c (1)

To lze např́ıklad s pomoćı knihovny Cublas implementovat takto:
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1 cublasHandle_t c_h;

2 cublasSaxpy(c_h,N,1.0,a,1,x,1);

3 cublasSaxpy(c_h,N,2.0,b,1,x,1);

4 cublasSaxpy(c_h,N,3.0,c,1,x,1);

Jak můžeme vidět, samotný kód neńı velmi přehledný a je potřeba často hledat v
referenčńı př́ıručce knihovny Cublas pro jeho správné pochopeńı. Takováto implemen-
tace nav́ıc provád́ı sč́ıtáńı jednoho vektoru po druhém. Nejprve se načte ~a do vektoru
~x. Následně se přičte 2~b k vektoru ~x a nakonec s přičte 3~c. T́ımto př́ıstupem se do vek-
toru ~x zapisuje celkem třikrát, což výrazně zatěžuje pamět’ový subsystém. A jak jsme
již zmı́nili několikrát, právě ten je úzkým hrdlem při zpracováńı operaćı z lineárńı al-
gebry. Základńım problémem je tu samotný návrh Cublasu potažmo Blasu, který může
poskytnout jen předkompilované funkce. Naproti tomu moderńı překladače jazyka C++
jsou plně programovatelné [2] a lze je využ́ıt ke generováńı kódu podle našich potřeb.

S pomoćı výrazové šablony můžeme napsat př́ımo daný algebraický výraz v
následuj́ıćım tvaru:

1 x = a + 2 * b + 3 * c;

Překladač ho nejprve naparsuje a pak vygeneruje specializovaný kód pro vyč́ısleńı
právě tohoto výrazu. S pomoćı nástroje CUDA je pak stejným zp̊usobem možné gene-
rovat specializované kernely pro GPU. Výhodou je, že provád́ıme vždy jen jedno čteńı
z vektor̊u ~a,~b a ~c a jen jeden zápis do vektoru ~x. T́ım dostáváme efektivněǰśı výpočet.
Nav́ıc použit́ı výrazových šablon je mnohem jednodušš́ı pro uživatele. V knihovně TNL
je u každého vektoru uvedeno, na jakém zař́ızeńı je alokován. Překladač tak sám pak
pozná, zda má generovat kód pro CPU nebo kernel pro GPU.

V daľśı část́ı si ukážeme, jak lze s výhodou využ́ıt lambda funkćı z jazyka C++ na
př́ıkladu efektivńıho programováńı s operaćı redukce. Redukce se využ́ıvá všude tam,
kde máme za vstup jeden nebo v́ıce vektor̊u a výsledkem je jeden nebo několik skalár̊u.
Typickým př́ıkladem může být výpočet vektorové normy:

1 float norm( 0.0 )

2 for( int i = 0; i < size; i++ )

3 norm += abs( a[ i ] );

Toto je snadná implementace pro jedno procesorové jádro. Pokud bychom chtěli stej-
nou operaci implementovat v CUDA na GPU, museli bychom napsat v́ıce než 150 řádk̊u
kódu. Tzv. paralelńı redukce je typickým př́ıkladem algoritmu, který je velmi triviálńı
k implementaci na CPU ale relativně komplikovaný na GPU. Jednak je potřeba imple-
mentaci redukce na GPU dobře porozumět, což vyžaduje dobrou znalost architektury
GPU a to nelze očekávat od běžného vývojáře numerických řešič̊u. Za druhé, i pokud
dobře rozumı́me tomu, jak paralelńı redukci na GPU implementovat, je to práce velice
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zdlouhavá. I zkušený vývojář se ji raději vyhne, pokud je to alespoň trochu možné. V
této situaci nám mohou výrazně pomoci lambda funkce. S jejich pomoćı lze výpočet
normy zapsat takto:

1 auto fetch=[=](int i)->float{

2 return abs(a[i]);};

3 auto reduce=[](float x,float y)->float{

4 return x+y;};

5

6 float result( 0.0 );

7 for( int i = 0; i < size; i++ )

8 reduce( result, fetch( i ) );

Na prvńı pohled složitěǰśı zápis je ale mnohem výhodněǰśı. Celý kód jsme rozdělili na
dvě části. Prvńı z nich je definice lambda funkćı na řádćıch 1-4, které definuj́ı, co chceme
s pomoćı redukce vypoč́ıtat. Funkce fetch nač́ıtá data ze vstupńıho vektoru, a jelikož
poč́ıtáme l1 normu vektoru, vypoč́ıtá i absolutńı hodnotu jednotlivých složek. Jednot-
livé mezivýsledky se pak předávaj́ı funkci reduce, která provád́ı jejich redukci pomoćı
vhodné asociativńı operace. V našem př́ıpadě jde o sč́ıtáńı. Druhá část tohoto kódu je
for cyklus na řádćıch 7-8. Ten je nyńı zcela závislý jen na použitých lambda funkćıch.
Pokud chce uživatel vypoč́ıtat jinou redukci, změńı pouze definici lambda funkćı, ale
zmı́něný for cyklus z̊ustane zachován. Důležité je, že definice lambda funkćı nezáviśı
na použité hardwarové architektuře, na té záviśı pouze zmı́něný for cyklus. Pokud ho
nahrad́ıme př́ıslušným kernelem pro GPU, který bude využ́ıvat předdefinované lambda
funkce stejným zp̊usobem, můžeme snadno celou redukci poč́ıtat na GPU. Přesně takto
funguje tzv. flexibilńı redukce v knihovně TNL.

Jelikož se operace redukce vyskytuje v mnoha operaćıch jako je např. skalárńı součin,
výpočet r̊uzných vektorových norem, porovnáváńı dvou vektor̊u apod. je dobré mı́t
možnost pracovat s redukćı snadno a efektivně. Podobně jako u výrazových šablon i
zde využ́ıváme překladač k tomu, aby nám generovala specializované kernely nejen pro
GPU. Jako př́ıklad ještě uvedeme možnost snadného sloučeńı dvou kernel̊u do jednoho.
Následuj́ıćı kód s pomoćı knihovny TNL vypoč́ıtá výraz (1) včetně jeho normy:

1 auto fetch=[=] __cuda_callable__ (int i)->float mnutable {

2 auto aux = x[i] = a[i] + 2*b[i] + 3*c[i];

3 return abs(aux);};

4 auto norm = TNL::Algorithms::reduce< TNL::Devices::Cuda >

5 (0,size,fetch,TNL::Plus{});

Lambda funkce reduce je zde nahrazena předefinovanou funkćı Plus. Lambda funkce
fetch v sobě obsahuje jak výpočet výrazu (1), tak i okamžité vráceńı absolutńı hodnoty
jednotlivých složek. T́ım se opět ušetř́ı jeden zápis do vektoru ~x a optimalizuj́ı se tak
př́ıstupy do paměti.
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Výše uvedeným postupem se tak dař́ı výrazně usnadnit programováńı GPU karet i
pro programátory, kteř́ı nemaj́ı detailněǰśı znalost GPU. Zároveň se často dař́ı vytvářet
efektivněǰśı kód. V následuj́ıćı části si ukážeme jak podobný princip aplikovat i pro ř́ıdké
matice.

2.2 Ř́ıdké matice a segmenty

Maticové operace patř́ı mezi ty nejčastěǰśı v oblasti numerické matematiky. Pokud jde
o řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic, výsledkem aplikace některé z nejobĺıbeněǰśıch
metod jako jsou konečné diference, konečné objemy nebo konečné prvky bývá soustava
lineárńıch rovnic s ř́ıdkou matićı. Tato soustava je nejčastěji řešena pomoćı některé ite-
rativńı metody Krylovových podprostor̊u. Ty jsou založené zejména na operaci násobeńı
matice a vektoru. V př́ıpadě ř́ıdkých matic se tato operace označuje jako SpMV (sparse-
matrix vector multiplication).

U ř́ıdkých matic je převážná většina prvk̊u nulových, a proto se k jejich ukládáńı do
paměti poč́ıtače použ́ıvaj́ı specializované formáty, které ukládaj́ı jen nenulové maticové
prvky. Ty jsou organizovány tak, aby se během prováděńı operace SpMV při čteńı ma-
ticových prvk̊u přistupovalo do paměti sekvenčně. V takovém režimu dokáže procesor
přenášet data z pamět’ových modul̊u nejefektivněji. Mezi nejobĺıbeněǰśı formáty patř́ı
formát CSR (Compressed Sparse Rows) [3]. Pokud jde o GPU, i zde je nutný sekvenčńı
př́ıstup do paměti. Jde ale o trochu jiný princip, který se označuje jako sloučené př́ıstupy
do paměti (coallesced memory accesses). K provedeńı těchto sloučených př́ıstup̊u GPU
vyžaduje, aby 32 po sobě jdoućıch vláken, tzv. warp četl souvislý blok 128 bajt̊u zarov-
naný v paměti na násobek 128 bajt̊u. Pokud u CSR formátu mapujeme jedno CUDA
vlákno na jeden maticový řádek, nebudou tyto podmı́nky splněny a přenos dat bude
velice pomalý. Tento př́ıstup se označuje jako Scalar CSR [4]. Druhou možnost́ı je ma-
povat jeden warp vláken na jeden maticový řádek, který je často označován jako Vector
CSR [4]. V jedné z prvńıch publikaćı zabývaj́ıćı se ukládáńım ř́ıdkých matic na GPU
Bell a Garland [4] reportuj́ı, že Vector CSR podává lepš́ı výkon než Scalar CSR, ale oba
př́ıstupy se jevily jako neefektivńı v porovnáńı s jinými.

Dalo by se ř́ıci, že počátky výzkumu ukládáńı ř́ıdkých matic na GPU se nesly v duchu
vývoje r̊uzných modifikaćı formátu Ellpack [3]. Základńı Ellpack formát se pro GPU mo-
difikuje tak, že se provede transpozice nenulových prvk̊u v paměti. T́ım pak při mapováńı
jednoho CUDA vlákna na jeden maticový řádek dojde ke splněńı podmı́nek pro sloučené
př́ıstupy do paměti. Nevýhoda základńıho Ellpack formátu je v tom, že využ́ıvá tzv.
zarovnávaćı nulové prvky a pro každý řádek matice alokuje tolik prvk̊u, kolik vyžaduje
nejv́ıce zaplněný řádek. Stač́ı pak, aby v matici byl jeden výrazně zaplněný řádek nebo
dokonce plný řádek a Ellpack formát pak vyžaduje alokaci v́ıce paměti, než kdybychom
matici ukládali jako plnou tj. i se všemi nulovými prvky. Různé modifikace formátu
Ellpack se snaž́ı řešit nejen tento problém, ale také zlepšit mapováńı CUDA vláken
na maticové řádky v počtu odpov́ıdaj́ıćım zaplněńı daného maticového řádku. Právě z
d̊uvod̊u snahy naj́ıt optimálńı organizaci dat v paměti spolu s vybalancováńım zátěže
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jednotlivých multiprocesor̊u GPU patř́ı výzkum formát̊u pro ukládáńı ř́ıdkých matic na
GPU mezi jedny z nejzaj́ımavěǰśıch a např. studenti zaj́ımaj́ıćı se o programováńı GPU
se na této úloze mohou naučit hodně o fungováńı GPU.

Vrat’me se ale k modifikaćım formátu Ellpack. Jmenovat můžeme např́ıklad hybridńı
formát [5]. Zde autoři využ́ıvaj́ı k uložeńı extrémně zaplněných řádk̊u formátu COO
(ten ukládá explicitně pro každý nenulový maticový prvek kromě jeho hodnoty i index
sloupce a index řádku). Po určitou dobu byl tento formát uznáván jako referenčńı, dnes
již je ovšem překonaný. V článku [6] autor tohoto textu publikoval formát nazvaný
Row-grouped CSR formát. Jde o modifikaci formátu Ellpack velice podobnou formátu
Sliced Ellpack [7]. Oba formáty děĺı maticové řádky do řez̊u o velikosti 32 řádk̊u. Každý
řez se pak ukládá jako samostatná matice ve formátu Ellpack. Pokud matice obsahuje
výrazně zaplněný řádek, bude j́ım ovlivněn jen př́ıslušný řez. Jde o výraznou optimalizaci
v̊uči základńımu Ellpacku. Tyto dva formáty jsou velice vhodné pro matice, které maj́ı
všechny řádky přibližně stejně zaplněné. V tom př́ıpadě oba formáty profituj́ı ze své
jednoduchosti a podávaj́ı velice dobrý výkon. Pro mnoho vzor̊u zaplněńı ř́ıdkých matic
ale nejsou př́ılǐs vhodné. Daľśı vylepšeńı od autora tohoto textu bylo publikováno v
[8]. Tento formát, nazývaný Chunked Ellpack, se zaměřuje právě na matice, které maj́ı
výrazně proměnlivé zaplněńı maticových řádk̊u. Formát umožňuje mapovat v́ıce CUDA
vláken na jeden řádek. Podobnými modifikacemi jsou i Bisection Ellpack [9], SELL-C-σ,
[10], AdEll [11], CoAdEll [12], AdEll+ [13], nebo SURAA [14].

Pozitivńı ohlasy vzbudil formát CSR5 [15], který je založený na segmentované paralelńı
redukci. V posledńıch letech se pozornost zaměřila sṕı̌se na vývoj efektivńıch kernel̊u pra-
cuj́ıćıch s formátem CSR. Ukazuje se, že moderněǰśı GPU, která jsou vybavena větš́ımi
vyrovnávaćımi pamětmi, si zřejmě dokáž́ı lépe poradit s ne úplně optimálńımi př́ıstupy
do paměti. Proto se výkon dosažitelný s formátem CSR zlepšuje a nav́ıc jde o naprosto
nejobĺıbeněǰśı formát pro práci s ř́ıdkými maticemi, který využ́ıvá většina numerických
knihoven. Fakt, že takto uložené matice stač́ı pouze překoṕırovat na GPU a neńı nutné
provádět žádnou transformaci, mluv́ı jasně pro formát CSR. Nav́ıc jej využ́ıvá i knihovna
Cusparse [16] od společnosti Nvidia. Tato knihovna je v současnosti považována za refe-
renčńı standard. S formátem CSR pracuj́ı např. kernely VCSR [17], CSR s automatickým
laděńım parametr̊u [18], Adaptive CSR [19], LSRB-CSR [20] nebo LightSpMV [21], což
jasně dokazuje, že v této oblasti stále prob́ıhá aktivńı výzkum. Široký přehled formát̊u,
které se objevily do roku 2017, lze naj́ıt v [22]. Nejnověji se i objevuj́ı snahy o využit́ı
metod strojového učeńı za účelem optimálńıho mapováńı CUDA vláken na maticové
řádky [23].

2.3 Segmenty

Podobně jako jsme u vektorových operaćı využili lambda funkćı v jazyce C++ pro
zobecněńı paralelńı redukce, je možné lambda funkce využ́ıt i pro zobecněńı operaćı
s ř́ıdkými maticemi nebo jim podobných operaćı. Jak již bylo řečeno, operace SpMV
je typická t́ım, že vyžaduje co nejlepš́ı organizaci dat v paměti a mapováńı vláken na
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maticové řádky. Ř́ıdké matice se mohou výrazně lǐsit svým vzorem zaplněńı a ukazuje
se, že zejména na GPU může docházet k velkým rozd́ıl̊um ve výkonu právě v závislosti
na zaplněńı matice. Zdá se tedy, že by bylo výhodné mı́t možnost snadno testovat r̊uzné
formáty podle toho, jaký vzor zaplněńı generuje daná úloha.

Dále je možné si všimnout, že v oblasti vysoce výkonných výpočt̊u (high-performance
computing, HPC) existuje v́ıce úloh, které se nápadně podobaj́ı zejména operaci SpMV.
Jde např́ıklad o:

1. Řı́dké grafy a grafové algoritmy tvoř́ı d̊uležitou tř́ıdu úloh. Grafy lze vy-
jadřovat pomoćı adjacenčńıch matic [24], proto nepřekvaṕı, že řada grafových al-
goritmů bude svou podstatou podobná maticovým operaćım.

2. Nestrukturované numerické śıtě jsou d̊uležité datové struktury zejména pro
metody konečných prvk̊u a konečných objemů. Tyto śıtě lze vyjádřit pomoćı ad-
jacenčńıch a incidenčńıch matic [25], které jsou ř́ıdké.

3. Metoda Particle-in-cell je metoda kombinuj́ıćı lagrangeovský a eulerovský
př́ıstup pro simulaci prouděńı. Eulerovský př́ıstup je použit pro popis prouděńı
hustš́ı látky, např. vody nebo vzduchu. Lagrangeovský př́ıstup pak popisuje řidš́ı
látku jako např. prach nebo ṕısek, u které je možné simulovat jednotlivé částice.
Ty jsou promı́tnuty na použitou numerickou śıt’, na které je poč́ıtána eulerovská
metoda. Pro vyšš́ı efektivitu těchto metod ukládáme seznam částic v dané buňce
numerické śıtě. Právě tento počet se může výrazně lǐsit buňku od buňky podobně
jako je tomu se zaplněńım r̊uzných řádk̊u u ř́ıdkých matic.

4. K-means shluková analýza je algoritmus známý z datové analýzy nebo stro-
jového učeńı. Použ́ıvá se pro klasifikaci vektor̊u. Ćılem je rozdělit zadané vektory
do k klastr̊u podle zvolené metriky definuj́ıćı bĺızkost vektor̊u. Ačkoliv jde o NP-
úplnou úlohu, existuje iterativńı aproximačńı algoritmus. V pr̊uběhu jednotlivých
iteraćı je potřeba udržovat seznam vektor̊u v daných klastrech. Tento počet se opět
může výrazně lǐsit klastr od klastru.

5. Hešováńı je velice efektivńı technika pro práci s ř́ıdkými daty. Hešovaćı algoritmy
pro GPU se objevuj́ı teprve v posledńıch letech. HashGraph [26] je jedńım a nich
a využ́ıvá právě CSR formát k řešeńı hešovaćıch koliźı t́ım, že pro každou kolizi v
daném řádku hešovaćı tabulky alokuje v́ıce slot̊u. Počet těchto slot̊u se také může
výrazně lǐsit pro r̊uzné řádky tabulky.

V [27] autor tohoto textu navrhuje abstrakci nad formáty pro ř́ıdké matice zvanou
segmenty. Ta řeš́ı mapováńı prvk̊u př́ıslušej́ıćım k r̊uzně velkým skupinám do lineárńıho
pole. K jednotlivým prvk̊um pak můžeme přistupovat pomoćı indexu skupiny (tj. např.
č́ıslo řádku matice nebo č́ıslo klastru) a lokálńıho indexu v rámci skupiny (tj. např.
pořad́ı nenulového prvku v maticovém řádku nebo pořad́ı vektoru v rámci klastru).
Segmenty na základě těchto index̊u dokáž́ı každému elementu přǐradit globálńı index
v rámci lineárńıho pole, kde jsou jednotlivé prvky uloženy. Segmenty pak umožňuj́ı
rychlé iterováńı přes všechny prvky nebo výpočet redukce v rámci jednotlivých skupin.
Jednotlivé segmenty reprezentuj́ı r̊uzné formáty pro ukládáńı ř́ıdkých matic. Dı́ky tomu
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lze tyto formáty s výhodou využ́ıt i pro efektivńı řešeńı jiných úloh. Název této abstrakce
je odvozen od segmentované paralelńı redukce, která připomı́ná segmenty založené na
CSR formátu. Podstatu této abstrakce podrobněji znázorňuje obrázek 2.

Obrázek ukazuje uložeńı ř́ıdké matice M ve formátu CSR. Tento formát využ́ıvá dvou
velkých poĺı v nichž se ukládaj́ı hodnoty nenulových maticových prvk̊u a jejich sloupcové
indexy. Maticové prvky jsou zde uloženy po řádćıch a hranice jednotlivých řádk̊u jsou
uloženy v poli ukazatel̊u na jednotlivé řádky ve formě index̊u odkazuj́ıćıch se do poĺı hod-
not a sloupcových index̊u. Abstrakce segment̊u tak v sobě obsahuje právě pole ukazatel̊u
na jednotlivé řádky a na jejich základě pak implementuje jednotlivé operace. Abstrakce
segmenty může být založena i na jiných formátech pro ukládáńı ř́ıdkých matic. Jelikož
maj́ı segmenty jednotné rozhrańı, je pak možné snadno zkoušet r̊uzné formáty pro danou
úlohu.

Abstrakce segment̊u je implementována v knihovně TNL. Dı́ky ńı nab́ıźı tato knihovna
jednotné rozhrańı pro práci s ř́ıdkými maticemi a umožňuje snadno měnit použitý ma-
ticový formát, což se zdá být jako unikátńı vlastnost této knihovny. Např́ıklad součin
ř́ıdké matice a vektoru lze s pomoćı segment̊u implementovat takto:

1 vectorProduct( const InVector& inVector, OutVector& outVector )

2 {

3 auto fetch = [=] __cuda_callable__ ( Index globalIdx ) -> Real {

4 const Index column = columnIndexes[ globalIdx ];

5 return values[ globalIdx ] * inVector[ column ];

6 };

7 auto reduce = [=] __cuda_callable__ ( const Real& a, const Real& b ) -> Real {

8 return a + b;

9 };

10 auto keep = [=] __cuda_callable__ ( Index row, const Real& value ) mutable {

11 outVector[ row ] = value;

12 };

13 this->segments.reduceAllSegments( fetch, reduce, keep, 0.0 );

14 }

Na řádku 13 se volá metoda reduceAllSegments, která provád́ı redukci v jednot-
livých segmentech. Opět využ́ıvá lambda funkci fetch, která zodpov́ıdá za nač́ıtáńı dat.
Dostává globálńı index ukazuj́ıćı do poĺı values s hodnotami maticových prvk̊u a pole
columnIndexes, které obsahuje sloupcové indexy nenulových prvk̊u. Za pomoćı hodnot
z těchto poĺı provede násobeńı maticového prvku s př́ıslušným prvkem vstupńıho vek-
toru. Obdržený mezivýsledek je předán funkci reduce, která provede sečteńı jednotlivých
součin̊u. Pro každý maticový řádek tak dostaneme výsledek pronásobeńım se vstupńım
vektorem, který je potřeba uložit do výstupńıho vektoru. To obstarává lambda funkce
keep.

Tento př́ıstup umožňuje knihovně TNL spravovat jen jednu tř́ıdu pro implementaci
ř́ıdkých matic. Použitý formát je vyjádřen pomoćı šablonového parametru udávaj́ıćı typ
použitých segment̊u potažmo formátu pro ukládáńı ř́ıdkých matic. Dı́ky tomu jsou v
této knihovně implementovány i specializace pro binárńı a symetrické matice.
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Index řádku Index segmentu

Pořadı́ v řádku Lokálnı́ index

Index v poli hodnot/sl.indexů Globálnı́ index

Obrázek 2: Tento př́ıklad demonstruje vztah mezi segmenty a matićı M reprezentova-
nou pomoćı CSR formátu. Segmenty (zobrazené šedivou barvou) poskytuj́ı
př́ıstup do poĺı pro hodnoty maticových prvk̊u a jejich sloupcové indexy na
základě znalosti indexu řádku a pořad́ı nenulového prvku v rámci maticového
řádku. V řeči segment̊u jde o přepočet indexu segmentu a lokálńıho segmentu
na globálńı index ukazuj́ıćı právě do dvou zmı́něných poĺı.
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Jak bylo již zmı́něno, segmenty lze využ́ıt také pro implementaci nestrukturovaných
numerických śıt́ı. Toto téma je náplńı následuj́ıćı části.

3 Nestrukturované numerické śıtě

Nestrukturované numerické śıtě jsou základem zejména pro metody konečných prvk̊u
a konečných objemů. Jsou d̊uležité pro popis komplexńıch geometrii bez nichž by ne-
bylo možné řešit reálné úlohy např́ıklad z aplikaćı v pr̊umyslu. Různé numerické metody
vyžaduj́ı r̊uzný př́ıstup k nestrukturovaným numerickým śıt́ım a ukládáńı r̊uzných in-
formaćı. Přitom ukládáńı zbytečných údaj̊u může výrazně navýšit pamět’ové nároky pro
uložeńı śıtě. Pamět’ ja ale zejména na GPU stále relativně omezená. V knihovně TNL
využ́ıváme možnost́ı šablonových specializaćı za účelem vytvořeńı staticky konfigurova-
telné śıtě, kterou lze nastavit přesně podle potřeb dané numerické metody. TNL dokonce
nab́ıźı ukládáńı nestrukturovaných numerických śıt́ı libovolné dimenze.

Celá śıt’M se skládá z tzv. entit. Např́ıklad pro trojrozměrnou śıt’ jde o buňky, stěny,
hrany a vrcholy. Dále budeme použ́ıvat tzv. subentity a superentity.

Definition 3.1 (subentita). Entita E1 ∈M je subentitou entity E2 ∈M, pokud plat́ı,
že E1 ⊂ E2, tj. dimenze entity E1 je menš́ı než dimenze entity E2.

Definition 3.2 (superentita). Entita E1 ∈ M je superentitou entity E2 ∈ M, pokud
plat́ı, že E2 ⊂ E1, tj. dimenze entity E1 je větš́ı než dimenze entity E2.

Omezujeme se na tzv. nestrukturované konformńı silně homogenńı śıtě. Přesněji tyto
śıtě popisuj́ı následuj́ıćı definice.

Definition 3.3 (konformńı śıt’). Necht’M je śıt’. Pokud pro každé dvě entity E1, E2 ∈M
plat́ı, že pr̊unik jejich uzávěr̊u E1 ∩E2 je bud’ prázdná množina nebo śıt’ová entita, pak
M nazýváme konformńı śıt́ı.

Definition 3.4 (nestrukturovaná śıt’). Śıt’ se nazývá nestrukturovaná, pokud každý vr-
chol může být vrcholem nekonstantńıho počtu buněk.

Definition 3.5 (homogenńı śıt’). Pokud všechny buňky śıtě, tj. entity nejvyšš́ı dimenze,
maj́ı stejný tvar, pak ř́ıkáme, že śıt’ je slabě homogenńı. Pokud maj́ı všechny entity stejné
dimenze stejný tvar, ř́ıkáme, že śıt’ je silně homogenńı.

Definice nestrukturované śıtě vlastně ř́ıká, že počet superentit libovolné entity této
śıtě neńı obecně konstantńı nebot’ záviśı na počtu sousedńıch entit. Na druhou stranu,
počet subentit záviśı pouze na tvaru dané entity. V př́ıpadě silně homogenńıch śıt́ı je
počet subentit vždy konstantńı.
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c1 c2

f1

f2

f3

f4

f5

v1

v2

v3

v4

Obrázek 3: Př́ıklad dvojrozměrné śıtě skládaj́ıćı se ze dvou buněk (trojúhelńık̊u) c1, c2,
stěn (nebo hran) f1, f2, f3, f4, f5 a vrchol̊u v1, v2, v3, v4.

Obrázek 3 ukazuje př́ıklad jednoduché dvojrozměrné śıtě skládaj́ıćı se ze dvou
trojúhelńık̊u, pěti stěn a čtyř vrchol̊u.

Śıt’ je jednoznačně určena souřadnicemi svých vrchol̊u a definicemi svých buněk. Každá
buňka je definována výčtem svých vrchol̊u. Známe-li tvar buněk śıtě, lze ostatńı infor-
mace, tj. vztahy mezi subentitami a superentitami, již dopoč́ıtat. Vztahy mezi entitami
r̊uzných dimenźı popisuj́ı incidenčńı matice na obrázku 4

Vid́ıme, že k vyjádřeńı vztah̊u mezi entitami r̊uzných dimenźı, je potřeba uložit
poměrné velký počet matic. S rostoućı dimenźı śıtě tento počet nar̊ustá ještě výrazněji.
Datová struktura pro numerické śıtě v TNL umožňuje nakonfigurovat, které incidenčńı
matice se budou ukládat. Jednotlivé incidenčńı matice jsou vyjádřeny bud’ pomoćı seg-
ment̊u nebo jako binárńı matice. Dı́ky této specializaci implementované v knihovně TNL
lze redukovat pamět’ové požadavky pro uložeńı śıtě v paměti GPU. Návrh této datové
struktury je schématicky zobrazen na obrázćıch 5 a 6.

V závislosti na dimenzi buněk śıtě a také podle použité konfigurace Config, se vytvoř́ı
několik instanćı tř́ıdy StorageLayer. Ty ukládaj́ı jednak entity dané dimenze, ale v
závislosti na konfiguraci také subentity a superentity k daným entitám.

Implementace nestrukturované numerické śıtě v knihovně TNL také podporuje distri-
buované výpočty na klastrech a klastrech vybavených GPU kartami za pomoćı rozhrańı
MPI.
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I0,1 =


f1 f2 f3 f4 f5

v1 1 1
v2 1 1 1
v3 1 1
v4 1 1 1



I0,2 =


c1 c2

v1 1
v2 1 1
v3 1
v4 1 1



I1,2 =


c1 c2

f1 1
f2 1
f3 1 1
f4 1
f5 1



I1,0 =


v1 v2 v3 v4

f1 1 1
f2 1 1
f3 1 1
f4 1 1
f5 1 1



I2,0 =

 v1 v2 v3 v4

c1 1 1 1
c2 1 1 1



I2,1 =

 f1 f2 f3 f4 f5

c1 1 1 1
c2 1 1 1



Obrázek 4: Incidenčńı matice reprezentuj́ıćı vztahy mezi entitami śıtě na obrázku 3.

Mesh< Config, Device >

StorageLayerFamily< Config, Device >

StorageLayer< Config, Device, DimTag< 0 > >

StorageLayer< Config, Device, DimTag< 1 > >

...

StorageLayer< Config, Device, DimTag< D > >

StorageLayer< Config, Device, DimTag< D+1 > >

Obrázek 5: Základ návrhu datové struktury pro ukládáńı nestrukturovaných nume-
rických śıt́ı. Podle dimenze śıt’ových buněk je vygenerováno několik instanćı
tř́ıdy StorageLayer, které ukládaj́ı entity daných dimenźı.
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StorageLayer< Config, Device, DimTag< d > >

StorageLayer< Config, Device, DimTag< d+1 > >

SubentityStorageLayerFamily< Config, Device, DimTag< d > >

SubentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< 0 > >

SubentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< 1 > >

...

SubentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< d-1 > >

SubentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< d > >

SuperentityStorageLayerFamily< Config, Device, DimTag< d > >

SuperentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< D > >

SuperentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< D-1 > >

...

SuperentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< d+1 > >

SuperentityStorageLayer< Config, Device, DimTag< d >, DimTag< d > >

Obrázek 6: Detail tř́ıdy StorageLayer. Tato tř́ıda ukládá nejen entity dané di-
menze (StorageLayer), ale v závislosti na konfiguraci śıtě (Config)
také zvolené subentity (SubentityStorageLayer) a superentity
(SuperentityStorageLayer).
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4 Řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic na GPU

V této části se budeme zabývat vývojem paralelńıch algoritmů pro řešeńı r̊uzných typ̊u
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Obrázek 7 ukazuje schématicky využit́ı jednotlivých
algoritmů a datových struktur, které jsme představili v předchoźım textu. Základem

Vektorové výrazy Paralelńı redukce Prefix-sum Segmenty

RK metody Krylovovy metody Ř́ıdké matice Nestrukturované śıtě Multigridńı metody

Konečné diference Konečné objemy Konečné prvky

Obrázek 7: Tento obrázek ukazuje vztahy mezi jednotlivými algoritmy a datovými struk-
turami použ́ıvanými při vývoji paralelńıch řešič̊u parciálńıch diferenciálńıch
rovnic.

jsou operace jako vektorové výrazy a paralelńı redukce, které se využ́ıvaj́ı hlavně k im-
plementaci Rungových-Kuttových metod pro řešeńı systémů obyčejných diferenciálńıch
rovnic, které vznikaj́ı při explicitńım řešeńı časově závislých parciálńıch diferenciálńıch
rovnic. Stejně tak i metody Krylovových podprostor̊u využ́ıvaj́ı vektorové výrazy a pa-
ralelńı redukci pro výpočet skalárńıch součin̊u. Operace prefix-sum je obdobou redukce.
Napoč́ıtává např. částečné sumy pro zadanou vstupńı posloupnost. Tato operace je
užitečná pro efektivńı inicializaci formát̊u pro ř́ıdké matice potažmo struktury zvané
segmenty v knihovně TNL. Na základě segment̊u jsou pak postaveny ř́ıdké matice, které
jsou základem pro semi-implicitńı metody řešeńı časově závislých nebo lineárńıch elip-
tických parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Segmenty jsou také základem, na kterém stoj́ı
datová struktura pro nestrukturované numerické śıtě, jež jsou nezbytné pro metodu
konečných prvk̊u a konečných objemů. S nestrukturovanými śıtěmi souviśı i multigridńı
metody, které využ́ıvaj́ı sadu numerických śıt́ı s r̊uzně jemným rozlǐseńım pro urychleńı
konvergence při řešeńı lineárńıch soustav.

V následuj́ıćı části předvedeme paralelńı řešiče na řešeńı některých typ̊u parciálńıch
diferenciálńıch rovnic na GPU.
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4.1 Vývoj ploch a ǩrivek podle ǩrivosti

Mnoho úloh z fyziky a aplikované matematiky se zabývá modelováńım tvar̊u. Jmeno-
vat můžeme např́ıklad fázové přechody jako táńı nebo tuhnut́ı [28], r̊ust krystal̊u [29],
š́ı̌reńı lesńıch požár̊u [30], v́ıcefázové prouděńı [31], segmentace obrazových dat [32] nebo
simulace 3D tisku [33]. Z matematického pohledu se zabýváme evolućı jedné nebo v́ıce
variet v Rn, které ovšem nemuśı být všude hladké nebo diferencovatelné. Nav́ıc může
docházet k topologickým změnám jako je spojeńı v́ıce variet do jedné nebo naopak
rozděleńı jedné variety na několik separovaných variet. Právě tyto topologické změny
tvoř́ı největš́ı překážky při numerickém řešeńı těchto úloh. Z tohoto d̊uvodu vzniklo
několik r̊uzných př́ıstup̊u a formulaćı. Lze je rozdělit do tř́ı základńıch skupin:

1. Grafová formulace je nejjednodušš́ı a ve skutečnosti tento př́ıstup neumožňuje
žádné topologické změny. V řadě úloh je ale tato formulace v́ıce než dostačuj́ıćı. V
tomto př́ıpadě je modelovaná křivka nebo plocha popsána jako

Γ ≡ {(x, u(x)) ∈ Rn | x ∈ Ω} .

2. Lagrangeovská (parametrická) formulace je založena na parametrizaci modelované
křivky nebo plochy. Jde o velice efektivńı př́ıstup, který umožňuje provádět topo-
logické změny ovšem za cenu výrazně komplikovaných algoritmů zejména pokud
jde o topologické změny u ploch. Pro svou efektivitu je však s oblibou použ́ıván
zejména např́ıklad v úlohách, kde k topologickým změnám nedocháźı. V tomto
př́ıpadě je křivka (m = 1) nebo plocha (m = 2) popsána jako

Γ ≡ {u(x) ∈ Rn | x ∈< 0, 1 >m} .

3. Implicitńı formulace (vrstevnicová metoda a metoda fázového pole) je navržena
zejména za účelem snadného modelováńı topologických změn. Využ́ıvá se implicitńı
popis variety, který vyžaduje navýšeńı dimenze úlohy a t́ım a zvýšeńı výpočetńı
náročnosti. V implicitńım popisu jsou však topologické změny ošetřeny automa-
ticky a t́ım se tyto metody stávaj́ı robustněǰśımi. V tomto př́ıpadě je modelovaná
křivka nebo plocha popsána jako

Γ ≡ {x ∈ Ω | u(x) = 0}

Mezi základńı úlohy při modelováńı evoluce křivek a ploch patř́ı vývoj podle středńı
křivosti. Tuto úlohu je možné odvodit pomoćı minimalizace délky křivky nebo obsahu
plochy, obecně funkcionálu

min
Γ

∫
Γ

1dS.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice spolu s metodou gradientńıho sestupu vedou na rovnici
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∂tϕ = −Q∇ ·
(∇ϕ
Q

)
+ F (t) na Ω× (0, T ] , (2)

ϕ |t=0 = ϕini na Ω, (3)

ϕ = g na ∂Ω, (4)

kde

• Q =
√

1 + |∇ϕ|2 pro grafovou formulaci,

• Q =
√
ε+ |∇ϕ|2 pro vrstevnicovou formulaci.

Rovnice 3 minimalizuje délku křivky nebo obsah modelované plochy a lze pro ńı
dokázat následuj́ıćı energetickou rovnost [34]∫

Ω

(∂tu)2

Q
dx+

1

2

d

dt

∫
Ω

Qdx︸ ︷︷ ︸
≤0

= 0, (5)

která potvrzuje, že časová derivace plochy grafu funkce je nekladná.

Využ́ıvá se např́ıklad při modelováńı fázových přechod̊u. Má silný vyhlazovaćı účinek,
což je užitečné při segmentováńı obrazových dat obsahuj́ıćıch šum. Obrázek 8 ukazuje
aplikaci vrstevnicové metody pro segmentaci dat z magnetické rezonance.

Obrázek 8: Aplikace vrstevnicové metody pro vývoj křivek podle křivosti na segmentaci
dat z magnetické rezonance.

Tuto úlohu lze numericky aproximovat pomoćı metody konečných diferenćı kombino-
vanou bud’ s některou Rungovou-Kuttovou metodou v př́ıpadě explicitńı časové diskreti-
zace nebo vhodnou metodou Krylovových podprostor̊u v př́ıpadě semi-implicitńı časové
diskretizace. Při porovnáńı rychlosti výpočtu na grafické kartě na GeForce GTX 480 a
procesoru AMD Opteron 6172 s 12 jádry bylo dosaženo urychleńı až 10x [35].
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4.2 Anizotropńı Willmor̊uv tok

Jako daľśı př́ıklad zmı́ńıme řešeńı úlohy anizotropńıho Willmorova toku. Za t́ım účelem
nejprve zavedeme pojem anizotropie.

Definition 4.1. Ř́ıkáme, že funkce γ je pozitivně homogenńı s řádem jedna, právě když
plat́ı

γ (λP) = λγ (P) pro P ∈ Rn \ {0} , λ > 0.

Definition 4.2. Př́ıpustná anizotropńı funkce (admissible anisotropy function) je funkce
γ : Rn \ {0} → R+, γ ∈ C3 (Rn+1 \ {0}), která je pozitivně homogenńı s řádem jedna a
je konvexńı v tom smyslu, že existuje konstanta c0 > 0 taková, že

qTD2 (γ (p)) q ≥ c0 ‖q‖2 pro všechna p,q ∈ Rn s p · q = 0, ‖p‖ = 1. (6)

Anizotropńı funkce γ = γ(p) umožňuje definovat anizotropńı křivost Hγ jako

Hγ = ∇ · (∇pγ(∇ϕ,−1)) , (7)

Na základě takto definované anizotropńı křivosti lze zavést Willmor̊uv funkcionál Wγ

Wγ(Γ(t)) =
1

2

∫
Γ(t)

H2
γdS. (8)

Willmor̊uv tok (Willmore flow) je gradientńı tok (gradient flow) pro minimalizaci
funkcionálu (8). Jde o úlohu čtvrtého řádu tvaru

∂tu = −Q∇ ·
(
Eγ∇wγ −

1

2

w2
γ

Q3
∇u
)

na (0, T )× Ω, (9)

wγ = QHγ na (0, T )× Ω, (10)

u |t=0 = u0 na Ω, (11)

u = g1, wγ = g2 na ∂Ω, (12)

kde Eγ (u)ij := ∂pi∂pjγ (∇u,−1) je tenzor anizotropńı projekce do tangenciálńıho
prostoru. Pro tuto úlohu autor tohoto textu ukázal energetickou rovnost [36] podobnou
rovnosti (5) ∫

Ω

(∂tu)2

Q
dx+

1

2

d

dt

∫
Ω

H2
γQdx︸ ︷︷ ︸

≤0

= 0,

která opět potrvzuje, že časová derivace Willmorovy energie (8) je nekladná.

Právě fakt, že jde o silně nelineárńı úlohu čtvrtého řádu, klade velké nároky na
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výpočetńı výkon, nebot’ pro numerickou aproximaci je nutné volit velmi malé časové
kroky. Právě z d̊uvod̊u výrazné nelinearity rovnice (10) se ukazuje jako výhodněǰśı dis-
kretizace metodou komplementárńıch objemů v porovnáńı s čistou metodou konečných
diferenćı [37, 36]. Obrázek 9 demonstruje vývoj plochy pravě podle anizotropńıho Will-
morova toku.

Obrázek 9: Ukázka vývoje plochy pomoćı grafové formulace Willmorova toku.

Při výpočtech na grafické kartě GeForce GTX 280 a procesoru Intel Core 2 Quad se
4 jádry bylo dosaženo urychleńı až 6x [36].

4.3 Navierovy-Stokesovy rovnice pro nestlačitelné prouděńı

Simulace nestlačitelného prouděńı pomoćı Navierových-Stokesových rovnic patř́ı mezi
jedny z nejd̊uležitěǰśıch úloh s mnoha reálnými aplikacemi nejen v pr̊umyslu. Jde o
typický př́ıklad výpočetně velmi náročné úlohy. Bez pochyby lze ř́ıci, že výpočetńı dyna-
mika tekutin (computational fluid dynamics, CFD) je úzce svázaná s doménou vysoce
výkonných výpočt̊u (high-performance computing, HPC). V této části ukážeme parale-
lizaci vysoce efektivńıho multigridńıho řešiče pro GPU.

Uvažujeme zjednodušenou úlohu ve dvou dimenźıch následuj́ıćıho tvaru
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ut + u · ∇u− ν∆u +∇p = 0 na Ω, (13)

∇u = 0 na Ω, (14)

u(0, ·) = u0 na Ω, (15)

u = 0 na Γterrain, (16)

ux = uin, uy = 0 na Γinlet, (17)

−pn + ν(∇u) · n = 0 na Γoutlet, (18)

(ν(∇u) · n)x = 0, uy = 0 na Γupper. (19)

kde u je rychlostńı pole, p je tlak a ν vazkost. Význam okrajových podmı́nek (17)-
(19) objasňuje obrázek 10. Jde o zjednodušenou úlohu výpočtu prouděńı vzduchu nad
městskou zástavbou.

Γ4

(inlet)

Γ3(upper)

Γ2

(outlet)

Γ1(terrain)

Obrázek 10: Schéma úlohy řešeńı nestlačitelného prouděńı pomoćı Navierových-
Stokesových rovnic.

Diskretizace pomoćı Oseenova schématu a Crouzeixových-Raviartových konečných
prvk̊u [38] vede na indefinitńı systém lineárńıch rovnic tvaru

 Ãx(ũ
k−1) 0 −B̃x

0 Ãy(ũ
k−1) −B̃y

B̃T
x B̃T

y 0

 ũkx
ũky
p̃k

 =

 f̃x(ũ
k)

f̃y(ũ
k)

g̃

 , (20)

kde Ãx, Ãy obsahuje advekčńı a viskozńı členy, B̃x, B̃y obsahuje divergenčńı členy,

ũk = (ũkx, ũ
k
y) je vektor reprezentuj́ıćı aproximaci rychlostńıho pole uk a f̃x(ũ

k), f̃y(ũ
k) s

g̃ zastupuj́ı pravou stranu v Oseenově schématu. Z d̊uvodu indefinitnosti je tento systém
těžko řešitelný za pomoćı samotných metod Krylovových podprostor̊u. Systém proto
řeš́ıme multigridńım řešičem Vankova typu. Ten vycháźı z Jacobiho iteračńı metody, jako
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většina multigridńıch metod. V tomto př́ıpadě jde však o blokovou variantu Jacobiho
metody. Iteruje se přes jednotlivé elementy śıtě a řeš́ı se malé lokálńı lineárńı systémy
svázané jen s proměnnými pro daný element. Za t́ım účelem se lineárńı systém (20)
nejprve transformuje do podoby, kde vystupuj́ı lokálńı systémy pro jednotlivé elementy.
Tuto extrakci demonstruje obrázek 11.

Ay

Ax

B

−BT

uy

ux

p

fy

fx

g

· =

Obrázek 11: Extrakce lokálńıch lineárńıch systémů pro Vank̊uv řešič.

Výsledné lokálńı systémy maj́ı stejnou strukturu jako globálńı systém (20), skládaj́ı
se ale ze dvou diagonálńıch blok̊u o rozměrech 3 × 3 pro x-ovou a y-ovou složku a dále
ze dvou blok̊u o rozměrech 3× 1, které reprezentuj́ı divergenčńı členy. Celý blok vypadá
takto  AK

x 0 −bKx
0 AK

y −bKy
(bKx )T (bKy )T 0


uKx

uKy
pK

 =

fKx
fKy
gK

 . (21)

Pro každý element numerické śıtě je potřeba v rámci blokové Jacobiho metody vyřešit
př́ıslušný lokálńı systém. To se provád́ı pomoćı Schurova doplňku a adjungovaných ma-
tic. Výhoda tohoto př́ıstupu je v tom, že tyto lokálńı systémy lze efektivně řešit na
jednotlivých multipocesorech GPU s využit́ım rychlých sd́ılených pamět́ı. Eliminuje se
tak úzké hrdlo v podobě pamět’ového subsytému a lépe se tak využ́ıvá výpočetńı po-
tenciál GPU. Tento multigridńı řešič pak lze poč́ıtat kompletně na GPU [39], jak ukazuje
obrázek 12
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Obrázek 12: Schéma multigridńıho řešiče pro řešeńı nestlačitelných Navierových-
Stokesových rovnic.

Při simulaćıch na grafické kartě Nvidia Tesla K40 a procesoru Intel i7-3770 se 4 jádry
bylo dosaženo urychleńı až 11x. Výsledné proudové pole spolu se základńı numerickou
śıt́ı je zobrazeno na obrázku 14.

Obrázek 13: Numerické śıt’ použitá pro simulaci nestlačitelného prouděńı ve 2D.

4.4 V́ıcefázové prouděńı v porézńım prosťred́ı

Na závěr této části se budeme věnovat řešeńı v́ıcefázového prouděńı v porézńım prostřed́ı.
Tuto úlohu lze matematicky formulovat jako systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic
tvaru
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Obrázek 14: Výsledné proudové pole ze simulace nestlačitelného prouděńı ve 2D.

n∑
j=1

Ni,j∂tZj +
n∑
j=1

ui,j · ∇Zj +
n∑
j=1

ri,jZj+

∇ ·

mi

(
−

n∑
j=1

Di,j∇Zj + wi

)
︸ ︷︷ ︸

vi

+
n∑
j=1

Zjai,j

 = fi na Ω× (0, T ) (22)

Z |t=0 = Zini, na Ω, (23)

Zj = ZD
j , na ΓDj pro j ∈ n̂,

vi · n∂Ω = vNi , na ΓNj pro i ∈ n̂,
(24)

pro i = 1, . . . , n, kde Z = (Z1, . . . , Zn)T je vektor neznámých funkćı Zj = Zj(t,x), vi je
rychlostńı člen daný jako

vi = −
n∑
j=1

Di,j∇Zj + wj, (25)

a okraje ∂Ω oblasti Ω splňuj́ı

ΓDj ∪ ΓNj ≡ ∂Ω pro j = 1, . . . , n,

ΓDj ∩ ΓNj ≡ ∅ pro j = 1, . . . , n.

Všechny ostatńı koeficienty Ni,j, ui,j, mi, Di,j, wi, ai,j, ri,j a fi jsou dané pro všechna
i, j = 1, . . . , n.

Systém (22)-(24) lze diskretizovat za pomoci metody smı́̌sených konečných prvk̊u [40].
V publikaci [41] jsou použity Raviartovy-Thomasovy-Nédélecovy konečné prvky. Člen vi
ve výrazu (22) zp̊usobuje, že výsledný lineárńı systém je opět indefinitńı. Tentokrát je
k jeho řešeńı použita metoda hybridizace [40]. Jej́ı hlavńı myšlenka spoč́ıvá ve využit́ı
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metody dekompozice oblasti (domain decompostion method) k transformaci proměnných
ukládaných na konečných prvćıch na jinou veličinu uloženou na hranici konečného prvku.
T́ım se podobně jako u Vankova řešiče dojde k menš́ım lokálńım systémům, které se řeš́ı
na hranićıch jednotlivých element̊u. Následně je použita vhodná metoda Krylovových
podprostor̊u, konkrétně GMRES metoda. Metodu hybridizace tak lze v tomto kontextu
chápat i jako jistý druh předpodmı́něńı. Odvozený řešič byl implementovaný s pomoćı
knihovny TNL a může běžet bud’ kompletně na v́ıcejádrovém procesoru nebo na GPU.

Výsledky obdržené při řešeńı McWhorterovy-Sunadovy úlohy ve 2D a ve 3D [41]
jsou zobrazeny na obrázku 15 (použité nestrukturované numerické śıtě) a 16 (výsledek
simulace).

Obrázek 15: Nestrukturované numerické śıtě použité pro řešeńı McWhorterovy-
Sunadovy úlohy ve 2D a ve 3D.

Obrázek 16: Výsledné koncentrace injektované látky při simulaci McWhorterovy-
Sunadovy úlohy ve 2D a ve 3D.
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Při výpočtech na grafické kartě Nvidia Tesla K40 a procesoru Intel i7-5820K se 6 jádry
bylo dosaženo urychleńı až 7.5x.

5 Shrnut́ı a závěr

V této přednášce jsme se snažili zachytit širš́ı aspekty vývoje paralelńıch řešič̊u
parciálńıch diferenciálńıch rovnic pro běh na GPU. Ukázali jsme výhody architektury
GPU, která ze své podstaty nab́ıźı lepš́ı škálovatelnost v porovnáńı s běžnými proce-
sory, a tak lze v budoucnu očekávat stále zvětšuj́ıćı se rozd́ıl mezi výkonem procesor̊u
a GPU. Vývoj algoritmů pro GPU ale neńı v žádném př́ıpadě jednoduchý a vyžaduje
podrobnou znalost této architektury. To je může činit těžko př́ıstupným např. pro ko-
munitu numerických matematik̊u. Ukázali jsme, že funkcionálńı knihovny jako je Blas
nebo Cublas nemuśı být nejlepš́ım řešeńım a nast́ınili jsme možnosti využit́ı moderńıch
vlastnost́ı jazyka C++.

Dále jsme představili knihovnu TNL, která se snaž́ı profitovat právě z vlastnost́ı
nových standard̊u jazyka C++. Využ́ıvá techniky jako šablonové specializace, výrazové
šablony nebo lambda funkce k tomu, aby nab́ıdla jednotné rozhrańı pro vývoj para-
lelńıch algoritmů. V některých př́ıpadech je pak možné napsat jeden kód, který může
běžet jak na v́ıcejádrových procesorech tak i na GPU. Představili jsme abstrakci formát̊u
pro ukládáńı ř́ıdkých matic zvanou segmenty, na základě kterých TNL implementuje ro-
bustńı datovou strukturu pro práci s ř́ıdkými maticemi ale také datovou strukturu pro
ukládáńı a operace s nestrukturovanými numerickými śıtěmi.

Za pomoci zmı́něných algoritmů a datových struktur pak lze vyv́ıjet paralelńı řešiče
pro numerickou aproximaci parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Ukázali jsme řešiče pro
r̊uzné typy těchto rovnic. Jednak šlo o modelováńı evoluce křivek a ploch a to konkrétněji
o vývoj podle středńı křivosti s aplikaćı na segmentaci medićınských dat. Dále jsme
předvedli paralelńı řešič pro aproximaci anizotropńıho Willmorova toku. Nakonec jsme
se zabývali efektivńım řešeńım indefinitńıch lineárńıch systému, které vznikaj́ı např́ıklad
pro řešeńı nestlačitelných Navierových-Stokesových rovnic nebo v́ıcefázového prouděńı
v porézńım prostřed́ı. Na těchto úlohách jsme demonstrovali paralelizaci Vankova mul-
tigridńıho řešiče a hybridńı metodu smı́̌sených konečných prvk̊u. U zmı́něných úloh se pa-
ralelizaćı na GPU podařilo dosáhnout urychleńı 6 krát až 11 krát v porovnáńı s výpočty
na procesorech.

Literatura
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2011, roč. 56, s. 447–466.

7. MONAKOV, A.; LOKHMOTOV, A.; AVETISYAN, A. Automatically Tuning
Sparse Matrix-Vector Multiplication for GPU Architectures. In: HiPEAC 2010.
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2010, s. 111–125.

8. HELLER, M.; OBERHUBER, T. Improved Row-grouped CSR Format for Storing
of Sparse Matrices on GPU. In: Z. MINARECHOVÁ, A. H. nad; ŠEVČOVIČ, D.
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11. MAGGIONI, M.; BERGER-WOLF, T. AdELL: An Adaptive Warp-Balancing ELL
Format for Efficient Sparse Matrix-Vector Multiplication on GPUs. In: 42nd Inter-
national Conference on Parallel Processing. 2013, s. 11–20.

12. MAGGIONI, M.; BERGER-WOLF, T. CoAdELL: Adaptivity and Compression for
Improving Sparse Matrix-Vector Multiplication on GPUs. In: IEEE International
Parallel & Distributed Processing Symposium Workshops. 2014, s. 933–940.

13. MAGGIONI, M.; BERGER-WOLF, T. Optimization techniques for sparse mat-
rix–vector multiplication on GPUs. Journal of Parallel and Distributed Computing.
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• od roku 2010: odborný asistent, ČVUT v Praze, Katedra matematiky FJFI
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na Katedře fyziky a astronomie, 1 měśıc.
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goritmizace, Aplikace optimalizačńıch metod, Paralelńı algoritmy a architektury,
Úvod do mainframe, Programováńı pro mainframe, Cvičeńı z numerické matema-
tiky 2

• Školitel závěrečných praćı: obhájena 1 dizertačńı práce, 23 diplomových a 39 ba-
kalářských praćı, v roce 2021: 4 doktorandi, 2 magisteršt́ı a 3 bakalářšt́ı studenti

Daľśı aktivity

• Autor vede vývoj softwarového projektu TNL, Template Numerical Library -
www.tnl-project.org

2stav k 10.11.2021
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