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Souhrn

Tato habilitacni prednaska pojednava o problematice presného TeSeni dvoufdzového
proudéni v poréznim prostiedi v obecné prostorové dimenzi. Matematické modelovani
proudéni v poréznim prostiedi nachdzi uplatnéni v radé prumyslovych (napft. tézba
ropy), medicinskych (napt. perfuze tkani), armadnich (napt. detekce min) nebo eko-
logickych aplikacich (napf. sekvestrace COy nebo ochrana podzemni vody). V dusledku
kapilarnich jevii na mikroskopické trovni porézniho prostiredi jsou makroskopické ridici
rovnice dvoufazového proudéni v poréznim prostredi nelinearni vzhledem k primarnim
neznamym a ve vét$iné pripadu je mozné je tesit pouze pomoci numerickych me-
tod (napt. metody siti, koneénych objemu nebo kone¢nych prvku), které diskretizuji
casoprostor a vedou na fteSeni systému algebraickych rovnic pro neznamé hodnoty
aproximujici primarni veliciny. Vysledné numerické feseni je vSak zatiZzeno chybami
zpusobenymi mimo jiné prostorovou a casovou diskretizaci nebo konecnou aritmetikou
pocitace pfi feseni systému algebraickych rovnic. V tomto smyslu proto vznikd potieba
kvantifikovat chybu numerického feseni, pripadné stanovit tad konvergence dané nume-
rické metody, k ¢emuz se hod{ znalost presného (analytického nebo semi-analytického)
feSeni, pokud takové lze najit pro vhodné formulovanou tlohu dvoufazového proudéni.

Cilem této prednasky je predstavit presné, semi-analytické feSeni dvoufdzového
proudéni v poréznim prostredi, jez lze odvodit v obecné prostorové dimenzi pro piipad
bodového vtlaceni jedné z fazi za predpokladu nestlacitelnosti a nulové gravitace. Pro
dimenzi 1 a 2 bylo toto feseni publikovano McWhorterem a Sunadou v roce 1990 a auto-
rem této prednasky potom vylepseno v roce 2007. V roce 2016 se autorovi podafrilo toto
feSeni nalézt i pro dimenzi 3 a vyse. V prednasce jsou nejprve struéné definovany pojmy
matematického modelovani dvoufazového proudéni v poréznim prostiedi, potom shr-
nuta formulace ulohy v obecné dimenzi a nakonec predstaven zpusob prevodu systému
fidicich rovnic na jednu obyc¢ejnou diferencidlni rovnici. V zavislosti na dimenzi je pak
tato rovnice prevedena na jednotlivé integrélni rovnice, které jsou poté reseny iteracné
pomoci numerického vypoctu integralu. Zaroven jsou ukazany priklady téchto feseni a
zminéna autorova webova implementace pro ziskani téchto presnych reseni.



Summary

This habilitation lecture deals with exact solutions of two-phase flow in porous media in
the general spatial dimension. Mathematical modeling of flow in porous environments is
used in a number of industrial (e.g. oil extraction), medical (e.g. tissue perfusion), mili-
tary (e.g. mine detection) or ecological applications (e.g. CO 5 sequestration or groun-
dwater protection). Due to capillary phenomena at the microscopic level of the porous
medium, the macroscopic governing equations of two-phase flow in a porous medium
are nonlinear with respect to primary unknowns and, in most cases, can only be solved
using numerical methods (e.g. finite difference, finite volume or finite element methods)
that discretize space-time and lead to the solution of a system of algebraic equations
for unknown values approximating primary quantities. However, the resulting numeri-
cal solution is burdened by errors caused, among other things, by spatial and temporal
discretization or finite computer arithmetic in solving systems of algebraic equations. In
this sense, there is a need to quantify the error of the numerical solution or to determine
the order of convergence of the numerical method. For this task, an exact (analytical
or semi-analytical) solution is employed if such can be found for a suitably formulated
two-phase flow problem.

This lecture presents an exact, semi-analytical solution of two-phase flow in a porous
medium, which can be derived in the general spatial dimension for a point source of one
of the phases under the assumption of incompressibility and zero gravity. For dimensions
1 and 2, this solution was published by McWhorter and Sunada in 1990 and then im-
proved by the author of this lecture in 2007. In 2016, the author managed to obtain this
solution for dimensions three and above. The lecture first briefly defines the concepts
of mathematical modeling of two-phase flow in a porous medium, then summarizes the
formulation of the problem in the general dimension, and finally describes the transfor-
mation of the system of governing equations into a single ordinary differential equation.
Depending on the dimension, this equation is then transformed into individual integral
equations, which are then solved iteratively using numerical integration. Additionally,
examples of these solutions are shown and the author’s web applications for obtaining
these exact solutions are mentioned.
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1 Uvod

Matematické modelovani proudéni v poréznim prostiedi je zajimavéa ¢ast aplikované
matematiky, kterd nachazi uplatnéni v fadé odvétvi lidské ¢innosti, naptiklad pti tézbé
ropy nebo zemniho plynu, v automobilovém prumyslu pii vyvoji elektrochemickych
¢lanku, v mediciné pri vysetieni perfuze tkani, v ekologii v problematice ochrany zdroju
podzemni vody, apod. [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Tato predndska se zabyvd proudénim dvou
nemisivych a nestlacitelnych tekutin (fdzi) v poréznim prostiedi. Dvoufazové filtracni
proudéni takovych tekutin zasadné ovliviiuje porézni struktura, velikost a propojenost
poru a zejména pak kapilarni jevy, které jsou zpusobené povrchovym napétim na roz-
hrani tekutin a pevného skeletu. Sestaveni fyzikalniho a matematického popisu takového
proudéni je netrivialni ukol, ktery je zajimavy predevsim z hlediska propojeni jevu
odehravajicich se na mikroskopické a makroskopické gkale, nebot celkové makrosko-
pické chovani systému urcuji tfeci sily, povrchova napéti a struktura prostiedi na poérové
urovni.

V dusledku vyse popsanych jevu jsou makroskopické tidici rovnice dvoufazového
proudéni v poréznim prostiedi nelinearni vzhledem k primarnim nezndmym a ve vétsiné
piipadi je mozné je fesit pouze pomoci numerickych pocitacovych metod (napt. me-
tody siti, kone¢nych objemu nebo koneénych prvku), které diskretizuji ¢asoprostor
a vedou na TeSeni systému algebraickych rovnic pro neznamé hodnoty aproximujici
primérni veli¢iny. Vysledné numerické feseni je pak mozné porovnat (validovat) s ex-
perimentdlnimi méfenimi, jak je ilustrovano na Obrazku 1, kde je porovndno nume-
rické Teseni s fotografii experimentu uiniku obarveného oleje do vodou nasyceného he-
terogenniho prostiedi. Na prvni pohled simulace dokéze spravné zachytit prostorové
rozlozeni oleje, ovsem detailni pohled odhali nékolik rozdili. Ty mohou byt zpusobeny
nepresnostmi v pripravé laboratorniho experimentu a/nebo dusledkem aproximaci nu-
merického modelu. Numerickd feseni jsou totiz obecné zatizena chybami zpusobenymi
mimo jiné prostorovou a casovou diskretizaci nebo konecénou aritmetikou pocitace pri
feSeni systému algebraickych rovnic. Vznika proto potieba kvantifikovat chybu nume-
rického feSeni, pripadné stanovit fad konvergence dané numerické metody, k ¢emuz se
hodi znalost presného (analytického nebo semi-analytického) Feseni, pokud takové lze
najit pro vhodné formulovanou ulohu dvoufazového proudéni.

Cilem této prednasky je predstavit presné, semi-analytické feSeni dvoufdzového
proudéni v poréznim prostredi, jez lze odvodit v obecné prostorové dimenzi pro piipad
bodového vtlaceni jedné z fazi za predpokladu nestlacitelnosti a nulové gravitace. Pro
dimenzi 1 a 2 bylo toto feseni publikovano McWhorterem a Sunadou v roce 1990 [7] a au-
torem této prednéasky potom vylepseno v roce 2007 [8]. V roce 2016 se autorovi podafilo
toto feSeni ziskat i pro dimenzi 3 a vyse [9]. V prednésce jsou nejprve strucné definovany
pojmy matematického modelovani dvoufazového proudéni v poréznim prostiedi, potom
shrnuta formulace tlohy v obecné dimenzi a nakonec predstaven zpusob prevodu systému
fidicich rovnic na jednu oby¢ejnou diferencidlni rovnici. V zavislosti na dimenzi je pak
tato rovnice prevedena na jednotlivé integrélni rovnice, které jsou poté reseny iteracné



pomoci numerického vypoctu integralu. Zaroven jsou ukazany piiklady téchto feseni a
zminéna autorova webova implementace pro ziskani téchto presnych feseni.

Obrazek 1: Ukazka vysledku laboratorniho experimentu (vlevo) porovnany s vysledkem
autorovy simulace pomoci numerického modelu (vpravo) zalozeném na
smiSené hybridni metodé kone¢nych prvku [10]. Jedna se o laboratorni expe-
riment (CESEP, Colorado School of Mines, Golden, USA) zkoumajici dyna-
miku uniku oleje (¢ervené obarveného) do vodou nasyceného heterogenniho
prostredi.

2 Matematické modelovani dvoufazového proudéni v
poréznim prostredi

V této kapitole jsou shrnuty zaklady matematicko-fyzikalniho popisu dvoufdzového
proudéni v poréznim prosttedi, které vychdzi predevsim z [1, 3, 11, 12]. Necht porézni
prostiedi vypliuje oblast  C R%, kde d € N znaé¢i dimenzi prostoru.

2.1 Porézni prostredi

Poréznim prostiedim lze chapat material slozeny z pevné faze a volného, vzdjemné pro-
pojeného prostoru (péry). V nejobecnéjsim smyslu lze témeér kazdy materidl povazovat
za porézni, pokud uvniti obsahuje prazdny prostor. Velikost (méfitko) a morfologie je
klicem k pochopeni procesu v poréznim prostiedi. Proto jsou na geometrii a rozmeéry
porézniho média kladeny néasledujici predpoklady [3]:

A. Pérovy prostor je propojen (jinak by nemohla tekutina proudit).

B. Rozméry prazdného prostoru musi byt dostatecné velké ve srovnani s rozméry



molekul tekutiny, pficemz pevna faze muze byt povazovana za hypotetické konti-
nuum.

C. Rozméry prostoru péru musi byt dostateéné malé, aby tok tekutiny byl fizen adhe-
zivnimi silami na rozhrani kapaliny a pevné latky a soudrznymi silami na rozhrani
dvou kapalin ve vicefazovych systémech.

Pii modelovani toku v poréznim prostiedi je dulezité brat v tvahu rizna méritka.
Obréazek 2 schematicky zobrazuje detail porézniho prostiedi od makroskopické po mik-
roskopickou skalu.

smaciva faze

\ w_|
w < kontaktni
w /\\ tihel

\

D

nesmaciva faze

[ voda

- pevnd faze - olej

Obrazek 2: Tlustrace ruznych meéiitek v poréznim médiu (prvni dva obrézky zleva) a
reprezentace kontaktniho uhlu na rozhrani tekutin a pevné faze.

Rovnice dynamiky tekutin musi byt doplnény okrajovymi a poc¢ateénimi podminkami.
Ovsem kvili slozité a komplexni geometrii porézniho prostiedi nelze okrajové podminky
na rozhrani pevné fiaze a volného prostiedi v mikroskopickém méritku predepsat. Za
ucelem vyvoje matematického modelu se proto pouziva koncepce porézniho média jako
kontinua v makroskopickém meéritku.

V kazdém bodé kontinua v makroskopickém popisu je uvazovana stiedni hodnota
veli¢in pres reprezentativni elementérni objem (REV). Bear a Verruijt [1] definuji REV
jako objem, ktery je dostatecné velky na to, aby statisticky odhadl vSechny relevantni
parametry konfigurace prazdného prostoru, a zaroven dostatecné maly, aby ho Slo
povazovat za zanedbatelnou c¢ast celkového objemu z makroskopického pohledu. Pokud
takovy REV nelze najit, nelze dané prostiedi povazovat za kontinuum.



2.2 Porozita

Pomoci zvoleného REV se definuje porozita ¢ [—] jako pomér objemu volného prostoru
porézniho prostiedi k celému objemu REV:

¢<m:® / WZ)dz, 1)

REV

kde Zy € REV C Q, |REV]| je objem REV a 7 oznacuje charakteristickou funkci volného
prostoru uvniti porézniho prostiedi, ktera je pro kazdé ¥ € REV zavedena jako

(2)

. 1  pokud 7 nélezi volnému prostoru,
V(T) = s el
0 pokud ¥ nélezi pevné fazi.

2.3 Faze

Féze je chemicky homogenni ¢ast systému, kterd je od ostatnich takovych casti oddélena
urcitou fyzickou hranici a je charakterizovana dynamickou viskozitou p [Pa s|, objemovou
hmotnostn{ hustotou ¢ [kg m™3], ptipadné dalsimi veli¢inami. Nutnost urcité fyzické
hranice mezi dvéma nebo vice fazemi znamenad, ze ve vicefazovém systému nemuze byt
pritomna vice nez jedna plynna faze, protoze plyny jsou vzdy plné misitelné.

Ve vétsiné piipadu je v poréznich prostredich predmétem zkoumani proudéni vody a
dalsich fazi, jako je olej, chlorované uhlovodiky, COs nebo vzduch. Obecné se pro kapaliny
nemisitelné s vodou pouziva zkratka NAPL (z angl. Non-Aqueous Phase Liquid). Tyto
kapaliny jsou dale déleny na husté (DNAPL), resp. lehké (LNAPL) s vyssi, resp. nizsi
hustotou nez voda.

Podle kontaktntho thlu rozhrani mezi tekutymi fazemi u pevné stény (viz w na
Obrazku 2) rozliSujeme smécivou (piislusi k ostrému dhlu) a nesmacivou (prislusi k
tupému uhlu) fazi. Tato prace se mimo jiné zabyva dynamikou dvou nemisivych tekutin
voda-NAPL, pticemz voda je vzdy smacivd a oznac¢ovana indexem w (z angl. wetting).
Druhd, nesmacivé faze je pak znaena indexem n (z angl. non-wetting). Systémy se
dvéma tekutymi fazemi se nazyvaji dvoufdzové, tj. pevna faze, kterd je v poréznim
prostiedi vzdy pritomna, se do oznaceni nezahrnuje.

2.4 Saturace

V mikroskopickém meéfitku nalezi kazdy bod REV bud pevné, nebo pravé jedné tekuté
fazi o € {w,n}. Pomoci charakteristické funkce v, tekuté faze «, definované v ¢ase t pro
kazdy bod # € ) vztahem

(3)

. 1 pokud & nalezi fazi o v case t,
Yalt, T) = .
0 jinak,



lze zavést saturaci S, [—] faze a:

kde 7, € REV C Q.

Z definice (4) plyne, ze saturace faze a je bezrozmérnd veli¢ina s hodnotami mezi 0 a
1, pficemz v piipadé uvazovaného dvoufazového systému plati

Sw+ S, =1. (5)

Je dobfe zndmo, ze jednotlivé faze nelze zcela mechanicky vytlac¢it z porézniho
prosttedi, napt. [13, 14]. Proto se pro kazdou fazi o € {w,n} zavadi rezidudlni (zbyt-
kova) saturace S, , vyjadiujici takové minimdlni nasyceni, které se v poréznim médiu
udrzi vlivem adheze vuéi pevné matrici.

K popisu zbylé, mechanicky vytlacitelné ¢asti dané faze a se pouziva efektivni saturace

Se 7] S.— 8

Sea: T ~— o
T 1= 5
B

(6)

ktera, stejné jako saturace S,, nabyva hodnot mezi 0 a 1, a pro niz plati

Sew + Semn = 1. (7)

2.5 Ridici rovnice proudéni

Dynamiku fdze o fidi zdkon zachovani hmoty ve tvaru [1, 3, 11]

O($0a5a )
00:50) 1 G (gu 10) = euF ®)

kde filtra¢ni rychlost v, je dana Darcyho zakonem
'17a = _)\aK(Vpa — Oa ﬁ), (9)

kde ¢ [m s7?] je vektor gravitacniho zrychleni, K [m?| je tenzor vnitini propustnosti
porézniho prostiedi, p, [Pa] je tlak, A, [Pa~'s™!] je mobilita a F, [kg m~3s7'] je zdrojovy
¢len faze a.

Darcyho zdkon je dusledkem zdkona zachovani hybnosti, pticemz v piipadé

dvoufdzového (a obecné vicefdzového) proudéni se v poréznim prostiedi zanedbava
vymeéna hybnosti mezi fazemi.



Mobilita faze a oznacuje

Ao = —, (10)

kde &, , je relativni propustnost faze «, ktera vyjadiuje snizeni hydraulické propustnosti
porézniho prostiedi v dusledku piritomnosti faze o a nabyva hodnot mezi 0 a 1.

Kapilarni jevy na porové, mikroskopické trovni zpusobi skok mezi fazovymi tlaky na
makroskopické trovni. Tento skok se nazyva kapildrni tlak, znaci se p.. [Pa] a je definovan
vztahem

Pec = Pn — Pw- (11)

V piipadé dvoufdzového proudéni se dd experimentalné zmétit zavislost p. = pe(Sew)
pro Se € (0,1), pficemz z matematického pohledu lze o této zavislosti predpoklddat,
ze p. je ostie klesajici a spojité diferencovatelnd na (0,1) a < lim1 Pe(Sew) >0, [15].

e,w—r1—

3 Formulace ulohy v obecné prostorové dimenzi

Za predpokladu nestlacitelného dvoufazového proudéni v rigidnim, homogennim a izot-
ropnim poréznim prostiedi bez zdroji a gravitace lze v obecném prostoru R?, d € N,
formulovat tlohu tak, ze pro ni existuje presné, semi-analytické feseni. Tato tloha se
nazyva McWhorterova a Sunadova tloha [7, 16, 8, 17, 9].

Uloha predstavuje situaci, kdy je jedna z fazi vtlacena v pocatku souradné soustavy
do oblasti vyplnéné druhou fazi (s jistou saturaci), pticemz se predpokladd, ze vysledny
profil saturace bude symetricky okolo bodu vtlaceni umisténého v pocatku soustavy
soufadnic. V této prednasce budeme pro jednoduchost uvazovat pouze piipad vtlaceni
smacivé faze (se saturaci S, = Sjy) do oblasti naplnéné fazi nesmécivou (se saturaci
Sw = S; < Sp). Odvozeni presného teseni pro opa¢nou situaci je analogické [7, 8].

Principem odvozeni presného teseni je transformace parcidlni diferencialni rovnice
dvoufdzového proudéni na obycejnou diferencidlni rovnici (ODR), kterd je ndsledné
prevedena na rovnici integralni. Pro feSeni integralni rovnice je pak pouzita numericka
itera¢ni metoda, proto se vysledné feseni nazyva semi-analytické.

Za vyse uvedenych predpokladu se rovnice kontinuity (8) pro fazi o € {w,n} zjed-
nodusi na
05,
¢
ot

kde Darcyho rychlost faze « je ddna vztahem

+V .7, =0, (12a)

Ty = ~A K Vpa, (12b)

kde K [m?] oznacuje izotropni{ (skaldrnf) vnitini propustnost porézniho prostieds.



3.1 Formulace v kartézskych soutadnicich

Zavedenim celkové rychlosti vy = @, + @, a pouzitim definice kapildrniho tlaku (11) lze
rovnice (12b) pro o = w a o = n zkombinovat a vyjadrit tak Darcyho rychlost smécivé
faze ve tvaru

Ty = f(Sw)Q_fT - D(Sw)vswv (13)
kde f [—] je frakéni funkce smacivé faze

Aw(Sw)

1 (Sw) = Aw(Sw) + An(Sy)

(14)

a D [m?s71] je funkce zahrnujici jevy kapilarni difuze

_ Aw(Sw) An(Sw)  dpe
DSu) = _K/\w(Sw) + A (Sy) dSw<Sw)' (15)

Rovnice kontinuity (12a) pro obé faze lze s vyuzitim zavedeného znaceni preformulovat

na soustavu rovnic
V.-vr =0, (16&)

6O LT (J(Su)7r — DS)VS,) =0, (161)

pro nezndmé funkce S, = S, (¢, %) a Uy = vr(t, T), Vt > 0, V& € R%

3.2 Formulace ve sférickych soufadnicich

Predpoklad symetrie hledaného ptesného feseni vzhledem k pocatku umozinuje prevést
soustavu rovnic (16) z kartézskych soufadnic do sférickych soufadnic v R? tj.
predpokladaji se funkéni zavislosti vy = vp(t,r) a S, = Su(t,r), kde r [m] oznacuje
(nezapornou) radidlni souradnici.
Rovnici (16a) spliuje

Qo(t)
Yard
kde @ [m?s™!] je obecné casové zavisly objemovy tok a 7”je jednotkovy vektor v kladné
sméru radialni soufadnice. V rovnici (17) jesté vystupuje 74 [m?~], coz je povrch jed-
notkové koule v R? dany vztahem

ﬁT(t, ’l“) =

D8 (17)

(18)

kde I' oznacuje gama funkci.



Zavedenim bezrozmérné funkce F' = F(t,r) vztahem

d—1
Ydr aSw
F=F, oy 19
= FSNQ o (19)
kde F,, [—] oznacuje normalizovanou frakéni funkei smacivé faze
f(5w) — f(Si)
F,(Sy) = ——F—, 20
(Su) = =T5(5) 20)
1ze rovnici (16b) pro vSechna r > 0 a ¢t > 0 pfevést do tvaru
0S,(t,r OF (t,r
art 922 41— psyunZet <o @1

ot or

3.3 Pocatecni a okrajové podminky

Rovnice (21) je doplnéna nasledujicimi pocatecnimi a okrajovymi podminkami pro funkci

Sw = Su(t,r)

Sw(0,7) =5; Vr >0, (22a)

Sw(t,0) =S, vt > 0, (22b)

lim Sy(t,r)=5; vt > 0, (22¢)
r—-+00

které pro Sy > S; vyjadiuji bodové vtlaceni smacivé faze v pocatku souradného systému.
V [9] je podrobné popséno, ze funkce F' = F(t,r) spliuje okrajové podminky

F(t,0) =1, Vit >0, (23a)
lim F(t,r) =0, Vit > 0. (23b)

Prvni podminka (23a) souvisi s rovnosti celkového toku a toku smacivé féze v pocatku
souradného systému. Podminka (23b) plati pii splnéni dodateéného predpokladu

oS,
1 dil_w =
Tgiréor o (t,r) =0, Vt>D0. (24)



4 Transformace na obycejnou diferencialni rovnici

4.1 Substituce

Pokud vstupni tok (g spliuje ¢asovou zavislost

a—2

kde A [mds_%] je konstanta, lze ukazat, ze F' je funkci pouze saturace, tj. F' = F(S,),
[9] a pomoci podobnostni substituce

Sw(t,r) = Sw(N), (26)

kde )
A=rt"z, (27)

1ze redukovat parcidlni diferencidlni rovnici (21) na ODR druhého fddu pro nezndmou
funkci F' = F'(S,,). Tato rovnice je ve tvaru

F'(S) [F(Su)] > = —A74 F<sf§li<§i)<sw>,

i) (5)

pricemz vysledné feseni S, = S, (t,r) se pro vSechna t > 0 a r > 0 ziskd z implicitn{
rovnice

VS € [Si, Sol, (28)

kde

st A= J(S)) g ()
Pl = SRR (Su(tr). (30)

4.2 Okrajové podminky

V dusledku transformaéniho vztahu (27) plynou z poc¢atecéni a okrajovych podminek (22)
a (23) nasledujici okrajové podminky pro F

lim F(S,) =0, (31a)

Sw—S;

F(S,) = 1. (31b)

Navic plati nasledujici okrajové podminky i pro F”:

/ L . / _\d '7d¢

F'(Sp) = 0, (32b)



kde A, oznacuje limitu inverzniho vztahu A = A(S,,)

Hm A(S,) = A, (33)

Sw—S;"

o které lze dokazat, ze je konecna, viz [9)].

Prestoze by se mohlo zdat, ze iloha (28) mé o dveé okrajové podminky vice, nez je pro
ODR druhého tadu piipustné z hlediska existence feseni, neni tomu tak. Vztah (32a)
nelze povazovat za okrajovou podminku, protoze pouze pritazuje vyznam neznamé hod-
noty . k limitn{ hodnoté F”(S;"). Druhd podminka (32b) m4d pifmy dopad na moznost
volby bud parametru A, nebo vstupni saturace Sy v zavislosti na d, jak bude ukazano
v dalsi ¢asti.

V pripadé d = 1 lze F'(Sy) = 0 zajistit jen tehdy, kdyz

A= ___d D(So) 1
1— f(Si) 1= F,(So) N(So)’

(34)

viz [9, 7].

5 Reseni integralni rovnice

5.1 Integralni feSeni ODR

V puvodnich ¢lancich McWhortera a Sunady [7, 16] byl pro d = 1 a d = 2 navrzen
zpusob Feseni rovnice (28) pomoci jejtho prevodu na integralni rovnici, ktera je posléze
feSena iteratné a pomoci numerické aproximace integralu. V ¢ldnku [9] byl autorem
navrzen zpusob ziskani feseni (28) i pro d > 3. Vsechny vysledné integralni rovnice a
iteracni schémata k jejich feSeni jsou shrnuty v nasledujicich sekcich. Integralni rovnice,
ekvivalentni rovnici (28), se odvodi z (28) dvojndsobnou postupnou integraci a pouzitim
okrajovych podminek (31) a (32b).

5.2 ReSeni pro d =1

Véta 5.1. Pro d =1 je resent ilohy (28) s okrajovgmi podminkami (31) a pri splnéni
podminky (32b) ekvivalentni resend integrdlni rovnice

So

(B=Sw)D(B)
F(Sy)=1-"2

So
(8—S:)D(B)
& F(8)—Fuw(B) dp

, (35)

10



pokud plati vztah mezi A a Sy ve tvaru

So
2 _ (8= 5)D(B)
#=a [ 1 n (36)

i

Diikaz. Integraci (28) od S, do Sy a pouzitim podminky (32b) vznikne vztah pro F’ ve
tvaru

So
FI(S,,) = A2C, / %dﬁ, VS, € (S, So). (37a)

Sw
Dalsi integraci (37) od S, do Sp a pouzitim podminky (31b) vznikne

So So

1— F(S,) = A72C, / / %dﬁdn, VS, € (Si, So). (37b)

w
Sw 1

Integral na pravé strané (37b) se pomoci integrace per partes prevede na [7]

So
1-— F(Sw) = A_201 / %dﬂ, VS, € (SZ, So) (37C)

w

Limitnim pfechodem S, — S} v (37c) a pouzitim podminky (3la) dostaneme
pozadovany vztah mezi A a Sy dany rovnici (36).

Poslednim krokem je dosazeni vztahu (36) pro A? do (37c), ¢imz vznikne (35). O
Derivace rovnice (35) podle S,, umozni explicitné vyjadiit F":

J s
F/(Sw) , VS, € (Sz, S()) (38)

f R

Integralni rovnici (35) lze vyfesit iteracné pomoci numerické integrace ve tvaru
navrzeném v [7]:

f Lo T8
Fra(5,) =12 (39
(s
!Fk(ﬁ) Fy (5 dﬂ

7

kde F}, znaci k-tou iteraci F', pricemz Fy = 1 je doporucena pocatecni hodnota. Iteracni
schéma (39) je konvergentni, pouze pokud je vstupni saturace Sy dostatecné daleko od

11



maximalni smacivé saturace Sp* = 1 — S,, [8, 9, 7, 16]. Pokud S, — S['**, pak
dochazi v ptivodné navrzeném itera¢nim schématu k vyznamnému narustu iteraci, az k

divergenci.

V ¢ldnku [8] byly autorem této préce navrzeny dvé ruzné modifikace iteracniho
schématu (varianty A a B), které umoznuji ziskat teseni pro podstatné vyssi hodnoty
So. Obé varianty modifikované iteracni metody jsou zalozené na substituci

G(Su) = 77 Swl;_s’];l o (40)

pricemz varianty A, resp. B jsou ve tvaru

[ (8- 5.) Gu(8) d8
Gri1(Su) = D(Sw) + Grl(Su) | FulSu) + = SNCEY
J(8-5) Gu(8) 48
resp.
So -1
J (B = S.) Gu(8) dB
Grri(Su) = [D(Sw) + GilSu) FulSu)] |1 -5 . (42)
[ (8 =) Gu(8) dB

S

s doporuc¢enou pocatecni hodnotou Gy = 0 [8].

[teracni schémata jsou zastavena, pokud je velikost rozdilu po sobé jdoucich iteraci
mensi nez predem stanovend mez.

Analyzu této problematiky lze nalézt i v pozdéjsim ¢lanku [18], kde je rovnice (28)
fesena pomoci spektralnich metod.

5.3 Reseni pro d = 2

Véta 5.2. Pro d = 2 je reSeni ilohy (28) s okrajovgmi podminkami (31) a pri splnéni
podminky (32b) ekvivalentni reSent integrdlni rovnice

Sw B
C. D
J exp (‘72 / ﬁd’?) ds

= 3 3 , \V/Sw - (SZ‘,S()), (43)
0 . D
J exp <_% éf _F(m——(%(n) d”) df

pokud Sy = S},
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Diikaz. Integraci (28) od S; do S,, vznikne

Co D(n)
F'(S,) = F'(S]") exp ——/—dn . VSw € (Si,5), 44a
kde F'(S;") := limg _ ¢+ F'(Sy) je zatim nezndmad, ale konecna hodnota odpovidajici

A« z podminky (32a). Podminka (32b) je splnéna jen tehdy, pokud je integral na pravé
strané rovnice (44a) nekoneény pii S, — Sy . Vzhledem k omezenosti funkce D = D(S,,)
to znamenad, ze musi platit

0= lim F(Su) — Fu(So) = 1 — Fu(So), (44D)

Sw—+S,
tj. F,(So) = 1, coz je podle definice F,, v rovnici (20) a frakéni funkce f v rovnici (14)
splnéno prave tehdy, kdyz Sy = S;'**.

Dalsi integraci rovnice (44a) od S; do S, a pfi pouziti okrajové podminky (31a)
vznikne

Sw B
Cy
F(Sw) = F/(S:r)/eXp —Z/%dn dﬂ, \V/Sw c (SZ,S()) (44(3)
Si Si

Z rovnice (44c) je zfejmé, ze k splnéni posledni okrajové podminky (31b) musi F”(S;")
splnovat

So -1

/ 02 D 77)
F'(SH) = —— | —————dn | d 44d

odkud jiz v kombinaci s (44c) plyne tvrzeni (43).

[l
Derivace rovnice (43) podle S, umozni explicitné vyjadrit F”:
¢, ' __pw
Ul
x| =% | wo-ruwm
F'(Sw) = Z (45)

So c
Jexp | =F

. .
D(n)
Sf_ TPl d”) dp

N

Reseni integralni rovnice (43), navrzené v [7], je opét zaloZené na iteraénim schématu
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a numerické aproximaci integralu ve tvaru

?ex —@f—%) dn | dp
P\ 74 ) mo-rm

(46)

pricemz Fy = 1 je doporucend pocatecni hodnota. Itera¢ni schéma je zastaveno, pokud
je velikost rozdilu po sobé jdoucich iteraci mensi nez predem stanovend mez.

5.4 Reseni prod>3

Véta 5.3. Pokud Sy = S['*, je Tesent ulohy (28) pro d > 3 s okrajovymi podminkami
(31) a pri splnéni podminky (32b) ekvivalentni Teseni integrdalni rovnice

S 3 =
F(S,) = / (F/(5) " + dfch-i / ﬁdn g, (47)
S; S;

kde F'(S}') spliuje

So B 2—d

1:/ (F’(Sj))¥+ d_QCdA—i/mdn dg. (48)
S; S

Diikaz. Integraci (28) od S; do S,, vznikne

d
Sw 2—d

D_(”) dy| | (49)

el / Fi) = Ful)

d—2

F'(S.) = | (FI(55) 7 +

VS, € (Si, ), kde F'(S;") je zatim neznam4, ale konecnd hodnota z podminky (32a).
Déle se postupuje analogicky jako v diukazu Véty 5.2, tj. podminka (32b) je splnéna jen
tehdy, pokud je integrdl na pravé strané rovnice (49) nekoneény pii S,, — Sy, odkud
plyne nutnost Sy = S]*.

Dalsi integraci (49) od S; do S,, pfi pouziti okrajové podminky (31a) rovnou vznikne
rovnice (47), pficemz je ziejmé, ze posledni okrajovd podminka (31b) je splnéna prave
tehdy, kdyz F'(S;") spliuje rovnici (48). O

Autorem bylo v [9] navrzeno nejen odvozeni obecné ODR (28) a ekvivalentni integralni
rovnice ve Vété 5.3, ale téz iteraéni zpusob feseni této integralni rovnice (47) pii splnéni
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pozadované vazby (48) ve tvaru

d

Sw B 2—d

2— _2 2 D
F)(S,) = min / B4+ = 20a0 / ) g1y, (30)
d E7 () = Fu(n)

Si Si
kde parametr B € R zastupuje nezndmou hodnotu F'(S;") a F, ,EB) je k-ta iterace apro-

ximace funkce F' pii dané hodnoté B. Jako pocatecni hodnotu je doporuceno zvolit
F(B) = 1 pro kazdé B € R.

Samotny algoritmus vypoétu je navrzen tak, ze pro dané B je iteraéni schéma (50)
zastaveno po k(B krocich, pokud je velikost rozdilu po sobé jdoucich iteraci mensi nez
predem stanovena mez.

Déle je zaveden funkcional

So B ﬁ
2=a d—2 . > D(n)
Hp()=1— | | BT + CaA™i | ~—r—dy| dB, (51)
S[ d Si/é(n) Fy(n)

jehoz nulovd hodnota pro néjaké B a ¢ = F®) odpovidd splnéni podminky (48).
Vyslednd hodnota funkcionalu Hpg je pro dané B a F ((B) oznacena H(B) :=H B(Flif;))
Numerické simulace v ¢lanku [9] naznacuji, ze funkce H = H(B) je monotonni a ma
pravé jeden kofen B*, ktery odpovid4 hledané hodnoté F”(S;"), tj. B* spliuje rovnici

B = (F) (s}). (52)

6 Shrnuti a zavér

V této prednésce bylo predstaveno presné, semi—analytické feseni dvoufazového proudéni
v poréznim prostiedi v obecné prostorové dimenzi.

Pro d = 1 jsou numerické tesice pro puvodni schéma a obé varianty modifikovaného
itera¢niho schématu volné k dispozici v podobé webové aplikace na webové strance
autora http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/mcwhorter.

V ¢lanku [17] bylo navic autorem ukézano, ze dvé jednorozmeérnd presnd feseni se daji
pouzit k odvozeni ptesného feseni pro ulohu dvoufazového proudéni v poréznim prostiedi
s materialovou nespojitosti. Numericky resi¢ pro tuto tlohu autor taktéz implementoval
v podobé volné dostupné webové aplikace na webové strance http://mmg.fjfi.cvut.
cz/~fucik/exacthetero.

Nakonec i numerick4 fesenf itera¢nich schémat (46) pro d = 2 a (50) pro d > 3 jsou ve
formé webové aplikace volné k dispozici na webové strance autora http://mmg.fjfi.
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Obrazek 3: Ukazka semi-analytickych feseni profila saturace pro dimenze d = 2 (vlevo)

a d = 3 (vpravo) pro ruzné volby pocatecni saturace S;.

cvut.cz/~fucik/exact .

Presna teSeni byla pouzita k testovani implementace numerickych metod napiiklad
v [10] a [19].
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