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v porézńım prosťred́ı v obecné
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Souhrn

Tato habilitačńı přednáška pojednává o problematice přesného řešeńı dvoufázového
prouděńı v porézńım prostřed́ı v obecné prostorové dimenzi. Matematické modelováńı
prouděńı v porézńım prostřed́ı nacháźı uplatněńı v řadě pr̊umyslových (např. těžba
ropy), medićınských (např. perfuze tkáńı), armádńıch (např. detekce min) nebo eko-
logických aplikaćıch (např. sekvestrace CO2 nebo ochrana podzemńı vody). V d̊usledku
kapilárńıch jev̊u na mikroskopické úrovni porézńıho prostřed́ı jsou makroskopické ř́ıd́ıćı
rovnice dvoufázového prouděńı v porézńım prostřed́ı nelineárńı vzhledem k primárńım
neznámým a ve většině př́ıpad̊u je možné je řešit pouze pomoćı numerických me-
tod (např. metody śıt́ı, konečných objemů nebo konečných prvk̊u), které diskretizuj́ı
časoprostor a vedou na řešeńı systému algebraických rovnic pro neznámé hodnoty
aproximuj́ıćı primárńı veličiny. Výsledné numerické řešeńı je však zat́ıženo chybami
zp̊usobenými mimo jiné prostorovou a časovou diskretizaćı nebo konečnou aritmetikou
poč́ıtače při řešeńı systémů algebraických rovnic. V tomto smyslu proto vzniká potřeba
kvantifikovat chybu numerického řešeńı, př́ıpadně stanovit řád konvergence dané nume-
rické metody, k čemuž se hod́ı znalost přesného (analytického nebo semi-analytického)
řešeńı, pokud takové lze naj́ıt pro vhodně formulovanou úlohu dvoufázového prouděńı.

Ćılem této přednášky je představit přesné, semi-analytické řešeńı dvoufázového
prouděńı v porézńım prostřed́ı, jež lze odvodit v obecné prostorové dimenzi pro př́ıpad
bodového vtláčeńı jedné z fáźı za předpokladu nestlačitelnosti a nulové gravitace. Pro
dimenzi 1 a 2 bylo toto řešeńı publikováno McWhorterem a Sunadou v roce 1990 a auto-
rem této přednášky potom vylepšeno v roce 2007. V roce 2016 se autorovi podařilo toto
řešeńı nalézt i pro dimenzi 3 a výše. V přednášce jsou nejprve stručně definovány pojmy
matematického modelováńı dvoufázového prouděńı v porézńım prostřed́ı, potom shr-
nuta formulace úlohy v obecné dimenzi a nakonec představen zp̊usob převodu systému
ř́ıd́ıćıch rovnic na jednu obyčejnou diferenciálńı rovnici. V závislosti na dimenzi je pak
tato rovnice převedena na jednotlivé integrálńı rovnice, které jsou poté řešeny iteračně
pomoćı numerického výpočtu integrál̊u. Zároveň jsou ukázány př́ıklady těchto řešeńı a
zmı́něna autorova webová implementace pro źıskáńı těchto přesných řešeńı.



Summary

This habilitation lecture deals with exact solutions of two-phase flow in porous media in
the general spatial dimension. Mathematical modeling of flow in porous environments is
used in a number of industrial (e.g. oil extraction), medical (e.g. tissue perfusion), mili-
tary (e.g. mine detection) or ecological applications (e.g. CO 2 sequestration or groun-
dwater protection). Due to capillary phenomena at the microscopic level of the porous
medium, the macroscopic governing equations of two-phase flow in a porous medium
are nonlinear with respect to primary unknowns and, in most cases, can only be solved
using numerical methods (e.g. finite difference, finite volume or finite element methods)
that discretize space-time and lead to the solution of a system of algebraic equations
for unknown values approximating primary quantities. However, the resulting numeri-
cal solution is burdened by errors caused, among other things, by spatial and temporal
discretization or finite computer arithmetic in solving systems of algebraic equations. In
this sense, there is a need to quantify the error of the numerical solution or to determine
the order of convergence of the numerical method. For this task, an exact (analytical
or semi-analytical) solution is employed if such can be found for a suitably formulated
two-phase flow problem.

This lecture presents an exact, semi-analytical solution of two-phase flow in a porous
medium, which can be derived in the general spatial dimension for a point source of one
of the phases under the assumption of incompressibility and zero gravity. For dimensions
1 and 2, this solution was published by McWhorter and Sunada in 1990 and then im-
proved by the author of this lecture in 2007. In 2016, the author managed to obtain this
solution for dimensions three and above. The lecture first briefly defines the concepts
of mathematical modeling of two-phase flow in a porous medium, then summarizes the
formulation of the problem in the general dimension, and finally describes the transfor-
mation of the system of governing equations into a single ordinary differential equation.
Depending on the dimension, this equation is then transformed into individual integral
equations, which are then solved iteratively using numerical integration. Additionally,
examples of these solutions are shown and the author’s web applications for obtaining
these exact solutions are mentioned.
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1 Úvod

Matematické modelováńı prouděńı v porézńım prostřed́ı je zaj́ımavá část aplikované
matematiky, která nacháźı uplatněńı v řadě odvětv́ı lidské činnosti, např́ıklad při těžbě
ropy nebo zemńıho plynu, v automobilovém pr̊umyslu při vývoji elektrochemických
článk̊u, v medićıně při vyšetřeńı perfuze tkáńı, v ekologii v problematice ochrany zdroj̊u
podzemńı vody, apod. [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Tato přednáška se zabývá prouděńım dvou
nemı́sivých a nestlačitelných tekutin (fáźı) v porézńım prostřed́ı. Dvoufázové filtračńı
prouděńı takových tekutin zásadně ovlivňuje porézńı struktura, velikost a propojenost
pór̊u a zejména pak kapilárńı jevy, které jsou zp̊usobené povrchovým napět́ım na roz-
hrańı tekutin a pevného skeletu. Sestaveńı fyzikálńıho a matematického popisu takového
prouděńı je netriviálńı úkol, který je zaj́ımavý předevš́ım z hlediska propojeńı jev̊u
odehrávaj́ıćıch se na mikroskopické a makroskopické škále, nebot’ celkové makrosko-
pické chováńı systému určuj́ı třećı śıly, povrchová napět́ı a struktura prostřed́ı na pórové
úrovni.

V d̊usledku výše popsaných jev̊u jsou makroskopické ř́ıd́ıćı rovnice dvoufázového
prouděńı v porézńım prostřed́ı nelineárńı vzhledem k primárńım neznámým a ve většině
př́ıpad̊u je možné je řešit pouze pomoćı numerických poč́ıtačových metod (např. me-
tody śıt́ı, konečných objemů nebo konečných prvk̊u), které diskretizuj́ı časoprostor
a vedou na řešeńı systému algebraických rovnic pro neznámé hodnoty aproximuj́ıćı
primárńı veličiny. Výsledné numerické řešeńı je pak možné porovnat (validovat) s ex-
perimentálńımi měřeńımi, jak je ilustrováno na Obrázku 1, kde je porovnáno nume-
rické řešeńı s fotografíı experimentu úniku obarveného oleje do vodou nasyceného he-
terogenńıho prostřed́ı. Na prvńı pohled simulace dokáže správně zachytit prostorové
rozložeńı oleje, ovšem detailńı pohled odhaĺı několik rozd́ıl̊u. Ty mohou být zp̊usobeny
nepřesnostmi v př́ıpravě laboratorńıho experimentu a/nebo d̊usledkem aproximaćı nu-
merického modelu. Numerická řešeńı jsou totiž obecně zat́ıžena chybami zp̊usobenými
mimo jiné prostorovou a časovou diskretizaćı nebo konečnou aritmetikou poč́ıtače při
řešeńı systémů algebraických rovnic. Vzniká proto potřeba kvantifikovat chybu nume-
rického řešeńı, př́ıpadně stanovit řád konvergence dané numerické metody, k čemuž se
hod́ı znalost přesného (analytického nebo semi-analytického) řešeńı, pokud takové lze
naj́ıt pro vhodně formulovanou úlohu dvoufázového prouděńı.

Ćılem této přednášky je představit přesné, semi-analytické řešeńı dvoufázového
prouděńı v porézńım prostřed́ı, jež lze odvodit v obecné prostorové dimenzi pro př́ıpad
bodového vtláčeńı jedné z fáźı za předpokladu nestlačitelnosti a nulové gravitace. Pro
dimenzi 1 a 2 bylo toto řešeńı publikováno McWhorterem a Sunadou v roce 1990 [7] a au-
torem této přednášky potom vylepšeno v roce 2007 [8]. V roce 2016 se autorovi podařilo
toto řešeńı źıskat i pro dimenzi 3 a výše [9]. V přednášce jsou nejprve stručně definovány
pojmy matematického modelováńı dvoufázového prouděńı v porézńım prostřed́ı, potom
shrnuta formulace úlohy v obecné dimenzi a nakonec představen zp̊usob převodu systému
ř́ıd́ıćıch rovnic na jednu obyčejnou diferenciálńı rovnici. V závislosti na dimenzi je pak
tato rovnice převedena na jednotlivé integrálńı rovnice, které jsou poté řešeny iteračně
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pomoćı numerického výpočtu integrál̊u. Zároveň jsou ukázány př́ıklady těchto řešeńı a
zmı́něna autorova webová implementace pro źıskáńı těchto přesných řešeńı.

Obrázek 1: Ukázka výsledku laboratorńıho experimentu (vlevo) porovnaný s výsledkem
autorovy simulace pomoćı numerického modelu (vpravo) založeném na
smı́̌sené hybridńı metodě konečných prvk̊u [10]. Jedná se o laboratorńı expe-
riment (CESEP, Colorado School of Mines, Golden, USA) zkoumaj́ıćı dyna-
miku úniku oleje (červeně obarveného) do vodou nasyceného heterogenńıho
prostřed́ı.

2 Matematické modelováńı dvoufázového prouděńı v
porézńım prosťred́ı

V této kapitole jsou shrnuty základy matematicko-fyzikálńıho popisu dvoufázového
prouděńı v porézńım prostřed́ı, které vycháźı předevš́ım z [1, 3, 11, 12]. Necht’ porézńı
prostřed́ı vyplňuje oblast Ω ⊆ Rd, kde d ∈ N znač́ı dimenzi prostoru.

2.1 Porézńı prosťred́ı

Porézńım prostřed́ım lze chápat materiál složený z pevné fáze a volného, vzájemně pro-
pojeného prostoru (póry). V nejobecněǰśım smyslu lze téměř každý materiál považovat
za porézńı, pokud uvnitř obsahuje prázdný prostor. Velikost (měř́ıtko) a morfologie je
kĺıčem k pochopeńı proces̊u v porézńım prostřed́ı. Proto jsou na geometrii a rozměry
porézńıho média kladeny následuj́ıćı předpoklady [3]:

A. Pórový prostor je propojen (jinak by nemohla tekutina proudit).

B. Rozměry prázdného prostoru muśı být dostatečně velké ve srovnáńı s rozměry
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molekul tekutiny, přičemž pevná fáze může být považována za hypotetické konti-
nuum.

C. Rozměry prostoru pór̊u muśı být dostatečně malé, aby tok tekutiny byl ř́ızen adhe-
zivńımi silami na rozhrańı kapaliny a pevné látky a soudržnými silami na rozhrańı
dvou kapalin ve v́ıcefázových systémech.

Při modelováńı toku v porézńım prostřed́ı je d̊uležité brát v úvahu r̊uzná měř́ıtka.
Obrázek 2 schematicky zobrazuje detail porézńıho prostřed́ı od makroskopické po mik-
roskopickou škálu.

ω

kontaktńı
úhel

pevná fáze olej voda

ω
ω

nesmáčivá fáze

smáčivá fáze

Obrázek 2: Ilustrace r̊uzných měř́ıtek v porézńım médiu (prvńı dva obrázky zleva) a
reprezentace kontaktńıho úhlu na rozhrańı tekutin a pevné fáze.

Rovnice dynamiky tekutin muśı být doplněny okrajovými a počátečńımi podmı́nkami.
Ovšem kv̊uli složité a komplexńı geometrii porézńıho prostřed́ı nelze okrajové podmı́nky
na rozhrańı pevné fáze a volného prostřed́ı v mikroskopickém měř́ıtku předepsat. Za
účelem vývoje matematického modelu se proto použ́ıvá koncepce porézńıho média jako
kontinua v makroskopickém měř́ıtku.

V každém bodě kontinua v makroskopickém popisu je uvažována středńı hodnota
veličin přes reprezentativńı elementárńı objem (REV). Bear a Verruijt [1] definuj́ı REV
jako objem, který je dostatečně velký na to, aby statisticky odhadl všechny relevantńı
parametry konfigurace prázdného prostoru, a zároveň dostatečně malý, aby ho šlo
považovat za zanedbatelnou část celkového objemu z makroskopického pohledu. Pokud
takový REV nelze naj́ıt, nelze dané prostřed́ı považovat za kontinuum.
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2.2 Porozita

Pomoćı zvoleného REV se definuje porozita φ [−] jako poměr objemu volného prostoru
porézńıho prostřed́ı k celému objemu REV:

φ(~x0) =
1

|REV|

∫
REV

γ(~x)d~x, (1)

kde ~x0 ∈ REV ⊂ Ω, |REV| je objem REV a γ označuje charakteristickou funkci volného
prostoru uvnitř porézńıho prostřed́ı, která je pro každé ~x ∈ REV zavedená jako

γ(~x) =

{
1 pokud ~x nálež́ı volnému prostoru,

0 pokud ~x nálež́ı pevné fázi.
(2)

2.3 Fáze

Fáze je chemicky homogenńı část systému, která je od ostatńıch takových část́ı oddělena
určitou fyzickou hranićı a je charakterizovaná dynamickou viskozitou µ [Pa s], objemovou
hmotnostńı hustotou % [kg m−3], př́ıpadně daľśımi veličinami. Nutnost určité fyzické
hranice mezi dvěma nebo v́ıce fázemi znamená, že ve v́ıcefázovém systému nemůže být
př́ıtomna v́ıce než jedna plynná fáze, protože plyny jsou vždy plně mı́sitelné.

Ve většině př́ıpad̊u je v porézńıch prostřed́ıch předmětem zkoumáńı prouděńı vody a
daľśıch fáźı, jako je olej, chlorované uhlovod́ıky, CO2 nebo vzduch. Obecně se pro kapaliny
nemı́sitelné s vodou použ́ıvá zkratka NAPL (z angl. Non-Aqueous Phase Liquid). Tyto
kapaliny jsou dále děleny na husté (DNAPL), resp. lehké (LNAPL) s vyšš́ı, resp. nižš́ı
hustotou než voda.

Podle kontaktńıho úhlu rozhrańı mezi tekutými fázemi u pevné stěny (viz ω na
Obrázku 2) rozlǐsujeme smáčivou (př́ısluš́ı k ostrému úhlu) a nesmáčivou (př́ısluš́ı k
tupému úhlu) fázi. Tato práce se mimo jiné zabývá dynamikou dvou nemı́sivých tekutin
voda-NAPL, přičemž voda je vždy smáčivá a označována indexem w (z angl. wetting).
Druhá, nesmáčivá fáze je pak značena indexem n (z angl. non-wetting). Systémy se
dvěma tekutými fázemi se nazývaj́ı dvoufázové, tj. pevná fáze, která je v porézńım
prostřed́ı vždy př́ıtomna, se do označeńı nezahrnuje.

2.4 Saturace

V mikroskopickém měř́ıtku nálež́ı každý bod REV bud’ pevné, nebo právě jedné tekuté
fázi α ∈ {w, n}. Pomoćı charakteristické funkce γα tekuté fáze α, definované v čase t pro
každý bod ~x ∈ Ω vztahem

γα(t, ~x) =

{
1 pokud ~x nálež́ı fázi α v čase t,

0 jinak,
(3)
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lze zavést saturaci Sα [−] fáze α:

Sα(t, ~x0) =

∫
REV

γα(t, ~x)d~x∫
REV

γ(t, ~x)d~x
, (4)

kde ~x0 ∈ REV ⊂ Ω.

Z definice (4) plyne, že saturace fáze α je bezrozměrná veličina s hodnotami mezi 0 a
1, přičemž v př́ıpadě uvažovaného dvoufázového systému plat́ı

Sw + Sn = 1. (5)

Je dobře známo, že jednotlivé fáze nelze zcela mechanicky vytlačit z porézńıho
prostřed́ı, např. [13, 14]. Proto se pro každou fázi α ∈ {w, n} zavád́ı reziduálńı (zbyt-
ková) saturace Sr,α vyjadřuj́ıćı takové minimálńı nasyceńı, které se v porézńım médiu
udrž́ı vlivem adheze v̊uči pevné matrici.

K popisu zbylé, mechanicky vytlačitelné části dané fáze α se použ́ıvá efektivńı saturace
Se,α [−]:

Se,α =
Sα − Sr,α

1−∑
β

Sr,β
, (6)

která, stejně jako saturace Sα, nabývá hodnot mezi 0 a 1, a pro niž plat́ı

Se,w + Se,n = 1. (7)

2.5 Ř́ıd́ıćı rovnice prouděńı

Dynamiku fáze α ř́ıd́ı zákon zachováńı hmoty ve tvaru [1, 3, 11]

∂(φ%αSα)

∂t
+∇ · (%α ~vα) = %αFα, (8)

kde filtračńı rychlost ~vα je dána Darcyho zákonem

~vα = −λαK(∇pα − %α ~g), (9)

kde ~g [m s−2] je vektor gravitačńıho zrychleńı, K [m2] je tenzor vnitřńı propustnosti
porézńıho prostřed́ı, pα [Pa] je tlak, λα [Pa−1s−1] je mobilita a Fα [kg m−3s−1] je zdrojový
člen fáze α.

Darcyho zákon je d̊usledkem zákona zachováńı hybnosti, přičemž v př́ıpadě
dvoufázového (a obecně v́ıcefázového) prouděńı se v porézńım prostřed́ı zanedbává
výměna hybnosti mezi fázemi.
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Mobilita fáze α označuje

λα =
kr,α
µα

, (10)

kde kr,α je relativńı propustnost fáze α, která vyjadřuje sńıžeńı hydraulické propustnosti
porézńıho prostřed́ı v d̊usledku př́ıtomnosti fáze α a nabývá hodnot mezi 0 a 1.

Kapilárńı jevy na pórové, mikroskopické úrovni zp̊usob́ı skok mezi fázovými tlaky na
makroskopické úrovni. Tento skok se nazývá kapilárńı tlak, znač́ı se pc [Pa] a je definován
vztahem

pc = pn − pw. (11)

V př́ıpadě dvoufázového prouděńı se dá experimentálně změřit závislost pc = pc(Se,w)
pro Se,w ∈ (0, 1), přičemž z matematického pohledu lze o této závislosti předpokládat,
že pc je ostře klesaj́ıćı a spojitě diferencovatelná na (0, 1) a lim

Se,w→1−
pc(Se,w) ≥ 0, [15].

3 Formulace úlohy v obecné prostorové dimenzi

Za předpokladu nestlačitelného dvoufázového prouděńı v rigidńım, homogenńım a izot-
ropńım porézńım prostřed́ı bez zdroj̊u a gravitace lze v obecném prostoru Rd, d ∈ N,
formulovat úlohu tak, že pro ni existuje přesné, semi-analytické řešeńı. Tato úloha se
nazývá McWhorterova a Sunadova úloha [7, 16, 8, 17, 9].

Úloha představuje situaci, kdy je jedna z fáźı vtláčena v počátku souřadné soustavy
do oblasti vyplněné druhou fáźı (s jistou saturaćı), přičemž se předpokládá, že výsledný
profil saturace bude symetrický okolo bodu vtláčeńı umı́stěného v počátku soustavy
souřadnic. V této přednášce budeme pro jednoduchost uvažovat pouze př́ıpad vtláčeńı
smáčivé fáze (se saturaćı Sw = S0) do oblasti naplněné fáźı nesmáčivou (se saturaćı
Sw = Si < S0). Odvozeńı přesného řešeńı pro opačnou situaci je analogické [7, 8].

Principem odvozeńı přesného řešeńı je transformace parciálńı diferenciálńı rovnice
dvoufázového prouděńı na obyčejnou diferenciálńı rovnici (ODR), která je následně
převedena na rovnici integrálńı. Pro řešeńı integrálńı rovnice je pak použita numerická
iteračńı metoda, proto se výsledné řešeńı nazývá semi-analytické.

Za výše uvedených předpoklad̊u se rovnice kontinuity (8) pro fázi α ∈ {w, n} zjed-
noduš́ı na

φ
∂Sα
∂t

+∇ · ~vα = 0, (12a)

kde Darcyho rychlost fáze α je dána vztahem

~vα = −λαK∇pα, (12b)

kde K [m2] označuje izotropńı (skalárńı) vnitřńı propustnost porézńıho prostřed́ı.
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3.1 Formulace v kartézských soǔradnićıch

Zavedeńım celkové rychlosti ~vT = ~vw + ~vn a použit́ım definice kapilárńıho tlaku (11) lze
rovnice (12b) pro α = w a α = n zkombinovat a vyjádřit tak Darcyho rychlost smáčivé
fáze ve tvaru

~vw = f(Sw)~vT −D(Sw)∇Sw, (13)

kde f [−] je frakčńı funkce smáčivé fáze

f(Sw) =
λw(Sw)

λw(Sw) + λn(Sw)
(14)

a D [m2s−1] je funkce zahrnuj́ıćı jevy kapilárńı difuze

D(Sw) = −K λw(Sw)λn(Sw)

λw(Sw) + λn(Sw)

dpc
dSw

(Sw). (15)

Rovnice kontinuity (12a) pro obě fáze lze s využit́ım zavedeného značeńı přeformulovat
na soustavu rovnic

∇ · ~vT = 0, (16a)

φ
∂Sw
∂t

+∇ · (f(Sw)~vT −D(Sw)∇Sw) = 0, (16b)

pro neznámé funkce Sw = Sw(t, ~x) a ~vT = ~vT (t, ~x), ∀t > 0, ∀~x ∈ Rd.

3.2 Formulace ve sférických soǔradnićıch

Předpoklad symetrie hledaného přesného řešeńı vzhledem k počátku umožňuje převést
soustavu rovnic (16) z kartézských souřadnic do sférických souřadnic v Rd, tj.
předpokládaj́ı se funkčńı závislosti ~vT = ~vT (t, r) a Sw = Sw(t, r), kde r [m] označuje
(nezápornou) radiálńı souřadnici.

Rovnici (16a) splňuje

~vT (t, r) =
Q0(t)

γdrd−1
~ι, (17)

kde Q0 [mds−1] je obecně časově závislý objemový tok a ~ι je jednotkový vektor v kladné
směru radiálńı souřadnice. V rovnici (17) ještě vystupuje γd [md−1], což je povrch jed-
notkové koule v Rd daný vztahem

γd =
dπ

d
2

Γ
(
d
2

+ 1
) , (18)

kde Γ označuje gama funkci.
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Zavedeńım bezrozměrné funkce F = F (t, r) vztahem

F = Fw −
γdr

d−1

(1− f(Si))Q0

D
∂Sw
∂r

, (19)

kde Fw [−] označuje normalizovanou frakčńı funkci smáčivé fáze

Fw(Sw) =
f(Sw)− f(Si)

1− f(Si)
, (20)

lze rovnici (16b) pro všechna r > 0 a t > 0 převést do tvaru

γdr
d−1φ

∂Sw(t, r)

∂t
+ (1− f(Si))Q0(t)

∂F (t, r)

∂r
= 0. (21)

3.3 Počátečńı a okrajové podḿınky

Rovnice (21) je doplněna následuj́ıćımi počátečńımi a okrajovými podmı́nkami pro funkci
Sw = Sw(t, r)

Sw(0, r) = Si, ∀r > 0, (22a)

Sw(t, 0) = S0, ∀t > 0, (22b)

lim
r→+∞

Sw(t, r) = Si, ∀t > 0, (22c)

které pro S0 > Si vyjadřuj́ı bodové vtláčeńı smáčivé fáze v počátku souřadného systému.

V [9] je podrobně popsáno, že funkce F = F (t, r) splňuje okrajové podmı́nky

F (t, 0) = 1, ∀t > 0, (23a)

lim
r→+∞

F (t, r) = 0, ∀t > 0. (23b)

Prvńı podmı́nka (23a) souviśı s rovnost́ı celkového toku a toku smáčivé fáze v počátku
souřadného systému. Podmı́nka (23b) plat́ı při splněńı dodatečného předpokladu

lim
r→+∞

rd−1
∂Sw
∂r

(t, r) = 0, ∀t > 0. (24)
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4 Transformace na obyčejnou diferenciálńı rovnici

4.1 Substituce

Pokud vstupńı tok Q0 splňuje časovou závislost

Q0(t) = At
d−2
2 , (25)

kde A [mds−
d
2 ] je konstanta, lze ukázat, že F je funkćı pouze saturace, tj. F = F (Sw),

[9] a pomoćı podobnostńı substituce

Sw(t, r) = Sw(λ), (26)

kde
λ = rt−

1
2 , (27)

lze redukovat parciálńı diferenciálńı rovnici (21) na ODR druhého řádu pro neznámou
funkci F = F (Sw). Tato rovnice je ve tvaru

F ′′(Sw) [F ′(Sw)]
2
d
−2

= −A− 2
d

CdD(Sw)

F (Sw)− Fw(Sw)
, ∀Sw ∈ [Si, S0], (28)

kde

Cd = d

(
γd

1− f(Si)

) 2
d
(
φ

2

) 2
d
−1
, (29)

přičemž výsledné řešeńı Sw = Sw(t, r) se pro všechna t > 0 a r > 0 źıská z implicitńı
rovnice

rdt−
d
2 =

2A(1− f(Si))

γdφ
F ′(Sw(t, r)). (30)

4.2 Okrajové podḿınky

V d̊usledku transformačńıho vztahu (27) plynou z počátečńı a okrajových podmı́nek (22)
a (23) následuj́ıćı okrajové podmı́nky pro F

lim
Sw→S+

i

F (Sw) = 0, (31a)

F (S0) = 1. (31b)

Nav́ıc plat́ı následuj́ıćı okrajové podmı́nky i pro F ′:

F ′(S+
i ) := lim

Sw→S+
i

F ′(Sw) = λd∗
γdφ

2A(1− f(Si))
, (32a)

F ′(S0) = 0, (32b)
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kde λ∗ označuje limitu inverzńıho vztahu λ = λ(Sw)

lim
Sw→S+

i

λ(Sw) = λ∗ (33)

o které lze dokázat, že je konečná, viz [9].

Přestože by se mohlo zdát, že úloha (28) má o dvě okrajové podmı́nky v́ıce, než je pro
ODR druhého řádu př́ıpustné z hlediska existence řešeńı, neńı tomu tak. Vztah (32a)
nelze považovat za okrajovou podmı́nku, protože pouze přǐrazuje význam neznámé hod-
noty λ∗ k limitńı hodnotě F ′(S+

i ). Druhá podmı́nka (32b) má př́ımý dopad na možnost
volby bud’ parametru A, nebo vstupńı saturace S0 v závislosti na d, jak bude ukázáno
v daľśı části.

V př́ıpadě d = 1 lze F ′(S0) = 0 zajistit jen tehdy, když

A = − γd
1− f(Si)

D(S0)

1− Fw(S0)

1

λ′(S0)
, (34)

viz [9, 7].

5 Řešeńı integrálńı rovnice

5.1 Integrálńı řešeńı ODR

V p̊uvodńıch článćıch McWhortera a Sunady [7, 16] byl pro d = 1 a d = 2 navržen
zp̊usob řešeńı rovnice (28) pomoćı jej́ıho převodu na integrálńı rovnici, která je posléze
řešena iteračně a pomoćı numerické aproximace integrál̊u. V článku [9] byl autorem
navržen zp̊usob źıskáńı řešeńı (28) i pro d ≥ 3. Všechny výsledné integrálńı rovnice a
iteračńı schémata k jejich řešeńı jsou shrnuty v následuj́ıćıch sekćıch. Integrálńı rovnice,
ekvivalentńı rovnici (28), se odvod́ı z (28) dvojnásobnou postupnou integraćı a použit́ım
okrajových podmı́nek (31) a (32b).

5.2 Řešeńı pro d = 1

Věta 5.1. Pro d = 1 je řešeńı úlohy (28) s okrajovými podmı́nkami (31) a při splněńı
podmı́nky (32b) ekvivalentńı řešeńı integrálńı rovnice

F (Sw) = 1−

S0∫
Sw

(β−Sw)D(β)
F (β)−Fw(β)

dβ

S0∫
Si

(β−Si)D(β)
F (β)−Fw(β)

dβ

, (35)
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pokud plat́ı vztah mezi A a S0 ve tvaru

A2 = C1

S0∫
Si

(β − Si)D(β)

F (β)− Fw(β)
dβ. (36)

D̊ukaz. Integraćı (28) od Sw do S0 a použit́ım podmı́nky (32b) vznikne vztah pro F ′ ve
tvaru

F ′(Sw) = A−2C1

S0∫
Sw

D(β)

F (β)− Fw(β)
dβ, ∀Sw ∈ (Si, S0). (37a)

Daľśı integraćı (37) od Sw do S0 a použit́ım podmı́nky (31b) vznikne

1− F (Sw) = A−2C1

S0∫
Sw

S0∫
η

D(β)

F (β)− Fw(β)
dβdη, ∀Sw ∈ (Si, S0). (37b)

Integrál na pravé straně (37b) se pomoćı integrace per partes převede na [7]

1− F (Sw) = A−2C1

S0∫
Sw

(β − Sw)D(β)

F (β)− Fw(β)
dβ, ∀Sw ∈ (Si, S0). (37c)

Limitńım přechodem Sw → S+
i v (37c) a použit́ım podmı́nky (31a) dostaneme

požadovaný vztah mezi A a S0 daný rovnićı (36).

Posledńım krokem je dosazeńı vztahu (36) pro A2 do (37c), č́ımž vznikne (35).

Derivace rovnice (35) podle Sw umožńı explicitně vyjádřit F ′:

F ′(Sw) =

S0∫
Sw

D(β)
F (β)−Fw(β)

dβ

S0∫
Si

(β−Si)D(β)
F (β)−Fw(β)

dβ

, ∀Sw ∈ (Si, S0). (38)

Integrálńı rovnici (35) lze vyřešit iteračně pomoćı numerické integrace ve tvaru
navrženém v [7]:

Fk+1(Sw) = 1−

S0∫
Sw

(β−Sw)D(β)
Fk(β)−Fw(β)

dβ

S0∫
Si

(Si−Sw)D(β)
Fk(β)−Fw(β)

dβ

, (39)

kde Fk znač́ı k-tou iteraci F , přičemž F0 ≡ 1 je doporučená počátečńı hodnota. Iteračńı
schéma (39) je konvergentńı, pouze pokud je vstupńı saturace S0 dostatečně daleko od
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maximálńı smáčivé saturace Smaxw := 1 − Sn,r [8, 9, 7, 16]. Pokud S0 → Smaxw , pak
docháźı v p̊uvodně navrženém iteračńım schématu k významnému nár̊ustu iteraćı, až k
divergenci.

V článku [8] byly autorem této práce navrženy dvě r̊uzné modifikace iteračńıho
schématu (varianty A a B), které umožňuj́ı źıskat řešeńı pro podstatně vyšš́ı hodnoty
S0. Obě varianty modifikované iteračńı metody jsou založené na substituci

G(Sw) =
D(Sw)

F (Sw)− Fw(Sw)
, (40)

přičemž varianty A, resp. B jsou ve tvaru

Gk+1(Sw) = D(Sw) +Gk(Sw)

Fw(Sw) +

S0∫
Sw

(β − Sw) Gk(β) dβ

S0∫
Si

(β − Si) Gk(β) dβ

 , (41)

resp.

Gk+1(Sw) = [D(Sw) +Gk(Sw) Fw(Sw)]

1−

S0∫
Sw

(β − Sw) Gk(β) dβ

S0∫
Si

(β − Si) Gk(β) dβ


−1

, (42)

s doporučenou počátečńı hodnotou G0 ≡ 0 [8].

Iteračńı schémata jsou zastavena, pokud je velikost rozd́ılu po sobě jdoućıch iteraćı
menš́ı než předem stanovená mez.

Analýzu této problematiky lze nalézt i v pozděǰśım článku [18], kde je rovnice (28)
řešena pomoćı spektrálńıch metod.

5.3 Řešeńı pro d = 2

Věta 5.2. Pro d = 2 je řešeńı úlohy (28) s okrajovými podmı́nkami (31) a při splněńı
podmı́nky (32b) ekvivalentńı řešeńı integrálńı rovnice

F (Sw) =

Sw∫
Si

exp

(
−C2

A

β∫
Si

D(η)
F (η)−Fw(η)

dη

)
dβ

S0∫
Si

exp

(
−C2

A

β∫
Si

D(η)
F (η)−Fw(η)

dη

)
dβ

, ∀Sw ∈ (Si, S0), (43)

pokud S0 = Smaxw .
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D̊ukaz. Integraćı (28) od Si do Sw vznikne

F ′(Sw) = F ′(S+
i ) exp

−C2

A

Sw∫
Si

D(η)

F (η)− Fw(η)
dη

 , ∀Sw ∈ (Si, S0), (44a)

kde F ′(S+
i ) := limSw→S+

i
F ′(Sw) je zat́ım neznámá, ale konečná hodnota odpov́ıdaj́ıćı

λ∗ z podmı́nky (32a). Podmı́nka (32b) je splněna jen tehdy, pokud je integrál na pravé
straně rovnice (44a) nekonečný při Sw → S−0 . Vzhledem k omezenosti funkce D = D(Sw)
to znamená, že muśı platit

0 = lim
Sw→S−

0

F (Sw)− Fw(S0) = 1− Fw(S0), (44b)

tj. Fw(S0) = 1, což je podle definice Fw v rovnici (20) a frakčńı funkce f v rovnici (14)
splněno právě tehdy, když S0 = Smaxw .

Daľśı integraćı rovnice (44a) od Si do Sw a při použit́ı okrajové podmı́nky (31a)
vznikne

F (Sw) = F ′(S+
i )

Sw∫
Si

exp

−C2

A

β∫
Si

D(η)

F (η)− Fw(η)
dη

 dβ, ∀Sw ∈ (Si, S0). (44c)

Z rovnice (44c) je zřejmé, že k splněńı posledńı okrajové podmı́nky (31b) muśı F ′(S+
i )

splňovat

F ′(S+
i ) =

 S0∫
Si

exp

−C2

A

β∫
Si

D(η)

F (η)− Fw(η)
dη

 dβ

−1 , (44d)

odkud již v kombinaci s (44c) plyne tvrzeńı (43).

Derivace rovnice (43) podle Sw umožńı explicitně vyjádřit F ′:

F ′(Sw) =

exp

(
−C2

A

Sw∫
Si

D(η)
F (η)−Fw(η)

dη

)
S0∫
Si

exp

(
−C2

A

β∫
Si

D(η)
F (η)−Fw(η)

dη

)
dβ

. (45)

Řešeńı integrálńı rovnice (43), navržené v [7], je opět založené na iteračńım schématu
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a numerické aproximaci integrál̊u ve tvaru

Fk+1(Sw) =

Sw∫
Si

exp

(
−C2

A

β∫
Si

D(η)
Fk(η)−Fw(η)

dη

)
dβ

S0∫
Si

exp

(
−C2

A

β∫
Si

D(η)
Fk(η)−Fw(η)

dη

)
dβ

, (46)

přičemž F0 ≡ 1 je doporučená počátečńı hodnota. Iteračńı schéma je zastaveno, pokud
je velikost rozd́ılu po sobě jdoućıch iteraćı menš́ı než předem stanovená mez.

5.4 Řešeńı pro d ≥ 3

Věta 5.3. Pokud S0 = Smaxw , je řešeńı úlohy (28) pro d ≥ 3 s okrajovými podmı́nkami
(31) a při splněńı podmı́nky (32b) ekvivalentńı řešeńı integrálńı rovnice

F (Sw) =

Sw∫
Si

(F ′(S+
i )
) 2−d

d +
d− 2

d
CdA

− 2
d

β∫
Si

D(η)

F (η)− Fw(η)
dη


d

2−d

dβ, (47)

kde F ′(S+
i ) splňuje

1 =

S0∫
Si

(F ′(S+
i )
) 2−d

d +
d− 2

d
CdA

− 2
d

β∫
Si

D(η)

F (η)− Fw(η)
dη


d

2−d

dβ. (48)

D̊ukaz. Integraćı (28) od Si do Sw vznikne

F ′(Sw) =

(F ′(S+
i )
) 2−d

d +
d− 2

d
CdA

− 2
d

Sw∫
Si

D(η)

F (η)− Fw(η)
dη


d

2−d

, (49)

∀Sw ∈ (Si, S0), kde F ′(S+
i ) je zat́ım neznámá, ale konečná hodnota z podmı́nky (32a).

Dále se postupuje analogicky jako v d̊ukazu Věty 5.2, tj. podmı́nka (32b) je splněna jen
tehdy, pokud je integrál na pravé straně rovnice (49) nekonečný při Sw → S−0 , odkud
plyne nutnost S0 = Smaxw .

Daľśı integraćı (49) od Si do Sw při použit́ı okrajové podmı́nky (31a) rovnou vznikne
rovnice (47), přičemž je zřejmé, že posledńı okrajová podmı́nka (31b) je splněna právě
tehdy, když F ′(S+

i ) splňuje rovnici (48).

Autorem bylo v [9] navrženo nejen odvozeńı obecné ODR (28) a ekvivalentńı integrálńı
rovnice ve Větě 5.3, ale též iteračńı zp̊usob řešeńı této integrálńı rovnice (47) při splněńı
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požadované vazby (48) ve tvaru

F
(B)
k+1(Sw) = min


Sw∫
Si

B 2−d
d +

d− 2

d
CdA

− 2
d

β∫
Si

D(η)dη

F
(B)
k (η)− Fw(η)


d

2−d

dβ; 1

 , (50)

kde parametr B ∈ R zastupuje neznámou hodnotu F ′(S+
i ) a F

(B)
k je k-tá iterace apro-

ximace funkce F při dané hodnotě B. Jako počátečńı hodnotu je doporučeno zvolit
F

(B)
0 ≡ 1 pro každé B ∈ R.

Samotný algoritmus výpočtu je navržen tak, že pro dané B je iteračńı schéma (50)
zastaveno po k(B) kroćıch, pokud je velikost rozd́ılu po sobě jdoućıch iteraćı menš́ı než
předem stanovená mez.

Dále je zaveden funkcionál

HB(ξ) := 1−
S0∫
Si

B 2−d
d +

d− 2

d
CdA

− 2
d

β∫
Si

D(η)

ξ(η)− Fw(η)
dη


d

2−d

dβ, (51)

jehož nulová hodnota pro nějaké B a ξ ≡ F (B) odpov́ıdá splněńı podmı́nky (48).

Výsledná hodnota funkcionálu HB je pro dané B a F
(B)

k(B) označena H(B) := HB(F
(B)

k(B)).
Numerické simulace v článku [9] naznačuj́ı, že funkce H = H(B) je monotonńı a má
právě jeden kořen B∗, který odpov́ıdá hledané hodnotě F ′(S+

i ), tj. B∗ splňuje rovnici

B∗ =
(
F (B∗)

)′
(S+

i ). (52)

6 Shrnut́ı a závěr

V této přednášce bylo představeno přesné, semi–analytické řešeńı dvoufázového prouděńı
v porézńım prostřed́ı v obecné prostorové dimenzi.

Pro d = 1 jsou numerické řešiče pro p̊uvodńı schéma a obě varianty modifikovaného
iteračńıho schématu volně k dispozici v podobě webové aplikace na webové stránce
autora http://mmg.fjfi.cvut.cz/~fucik/mcwhorter.

V článku [17] bylo nav́ıc autorem ukázano, že dvě jednorozměrná přesná řešeńı se daj́ı
použ́ıt k odvozeńı přesného řešeńı pro úlohu dvoufázového prouděńı v porézńım prostřed́ı
s materiálovou nespojitost́ı. Numerický řešič pro tuto úlohu autor taktéž implementoval
v podobě volně dostupné webové aplikace na webové stránce http://mmg.fjfi.cvut.

cz/~fucik/exacthetero.

Nakonec i numerická řešeńı iteračńıch schémat (46) pro d = 2 a (50) pro d ≥ 3 jsou ve
formě webové aplikace volně k dispozici na webové stránce autora http://mmg.fjfi.
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Obrázek 3: Ukázka semi-analytických řešeńı profil̊u saturace pro dimenze d = 2 (vlevo)
a d = 3 (vpravo) pro r̊uzné volby počátečńı saturace Si.

cvut.cz/~fucik/exact .

Přesná řešeńı byla použita k testováńı implementace numerických metod např́ıklad
v [10] a [19].

Literatura

1. BEAR, J.; VERRUIJT, A. Modeling Groundwater Flow and Pollution. Dordrecht:
D. Reidel, Holland, 1990.

2. HELMIG, R.; HUBER, R. Comparison of Galerkin-type Discretization Techniques
for Two-Phase Flow in Heterogeneous Porous Media. Advances in Water Re-
sources. 1998, vol. 21, no. 8, s. 697–711.

3. BASTIAN, P. Numerical Computation of Multiphase Flows in Porous Media. Ha-
bilitation Thesis, Kiel university. 1999.

4. COOKSON, A. N.; LEE, J.; MICHLER, C.; CHABINIOK, R.; HYDE, E.; NORD-
SLETTEN, D.; SMITH, N. A spatially-distributed computational model to quan-
tify behaviour of contrast agents in MR perfusion imaging. Medical image analysis.
2014, vol. 18, no. 7, s. 1200–1216.

5. SUBRAMANIAN, V. R.; DIWAKAR, V. D.; TAPRIYAL, D. Efficient macro-micro
scale coupled modeling of batteries. J. Electrochem. Soc. 2005, vol. 152, no. 10,
A2002–A2008.

6. DAO, T.-S.; VYASARAYANI, C. P.; MCPHEE, J. Simplification and order re-
duction of lithium-ion battery model based on porous-electrode theory. J. Power
Sources. 2012, vol. 198, s. 329–337.

16



7. MCWHORTER, D. B.; SUNADA, D. K. Exact Integral Solutions for Two-Phase
Flow. Water Resources Research. 1990, vol. 26, no. 3, s. 399–413.

8. FUČÍK, R.; MIKYŠKA, J.; BENEŠ, M.; ILLANGASEKARE, T. H. An Improved
Semi-Analytical Solution for Verification of Numerical Models of Two-Phase Flow
in Porous Media. Vadose Zone Journal. 2007, vol. 6, no. 1, s. 93–104.
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Pore to the Field: Upscaling Challenges and Opportunities in Hydrogeological and
Land–Atmospheric Systems. In: Pore Scale Phenomena: Frontiers in Energy and
Environment. World Scientific, 2015, s. 163–202.

13. HELMIG, R.; WEISS, A.; WOHLMUTH, B. I. Dynamic Capillary Effects in Hete-
rogeneous Porous Media. Computational Geosciences. 2007, vol. 11, no. 3, s. 261–
274.

14. BEAR, J. Modeling phenomena of flow and transport in porous media. Springer,
2018.

15. HELMIG, R.; WEISS, A.; WOHLMUTH, B. I. Variational Inequalities for Mod-
eling Flow in Heterogeneous Porous Media with Entry Pressure. Computational
Geosciences. 2009, s. 1–17.

16. MCWHORTER, D. B.; SUNADA, D. K. Reply to ”Comment on ’Exact integral
solutions for two-phase flow’” by Z.-X. Chen, G. S. Bodvarsson, and P. A.
Witherspoon. Water Resources Research. 1992, vol. 28, no. 5, s. 1479–1479.
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• od 2012: visiting research associate, Colorado School of Mines, Golden, USA, En-
vironmental Engineering
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R. Fuč́ık.
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Daľśı aktivity

• Autor a správce projektu wikiskripta.fjfi.cvut.cz – systému pro editaci stu-
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