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Summary

This habilitation lecture deals with the mathematical model of transport of components of a mul-
ticomponent mixture in a porous medium. Depending on the local conditions, the mixture can
occur in a single phase or in two phases. The model is formulated using the mass balance of
each component, and Darcy’s laws for all phases. Using the assumption of local thermodynamic
equilibrium, the partitioning of components between the phases is described by means of the
equilibrium thermodynamics. We assume that the phase behaviour of the mixture can be descri-
bed using a single equation of state which describes the relation between the pressure, volume,
temperature, and composition of the system in all phases. The pressure equation is discretized
using the mixed-hybrid finite element method. The transport equations are discretized using the
discontinuous Galerkin finite element method using the element-wise linear approximation of
the total molar densities. This method is stabilized using the slope limiter.

The aim of this lecture is to introduce the formulation of a mathematical model describing
two-phase flow of a compressible multicomponent mixture in a porous medium and point out
several problems that are commonly ignored in the literature. One of them is, for example, the
still unresolved problem of the correct formulation of boundary conditions in the two-phase
compositional model. Next, we will discuss the stable way of approximation of the phase fluxes.
At the end, we will show that when implementing the slope limiter in the higher-order method,
some common formulation of the compositional model will break down. The main advantage of
the higher-order methods is the substantial reduction of the numerical diffusion in comparison
with the results obtained using the first-order method, which will be illustrated by several
examples.



Souhrn

Tato habilitacni pfednaska pojedndvéd o matematickém modelu transportu komponent vicesloz-
kové smési v poréznim prostiedi. V zdvislosti na vnéjSich podminkach se smés miiZze nachizet
v jedné nebo dvou fazich. Model je formulovan pomoci bilance hmoty kazdé komponenty, Dar-
cyho zdkona pro kazdou féazi. Za predpokladu lokdlni termodynamické rovnovahy je rozlozeni
komponent mezi fazemi popsano prostfedky rovnovdzné termodynamiky. Pfedpokladame, Ze
k popisu stavového chovani smési 1ze pouZit jedinou stavovou rovnici, kterd popiSe vztah mezi
tlakem, objemem, teplotou a sloZzenim systému ve vSech fazich. Rovnice pro tlak je diskreti-
zovana smisSenou hybridni metodou kone¢nych prvkia. Transportni rovnice jsou diskretizovany
nespojitou Galerkinovou metodou vyuzivajici po elementech linedrni aproximaci celkovych
molarnich hustot. Tato metoda je stabilizovdna pouZitim omezujici funkce (tzv. limiteru).

Cilem této prednasky je predstavit formulaci modelu popisujiciho dvoufdzové proudéni stla-
Citelné viceslozkové smési v poréznim prostiedi a upozornit na nékteré problémy, které byvaji
v literatufe opomijeny. Jednim z nich je napf. stile otevieny problém korektni formulace okra-
jovych podminek pro dvoufazovy kompozi¢ni model. Déle budeme diskutovat stabilni zptisob
aproximace fazovych tokd. Nakonec ukaZzeme, Ze pfi implementaci omezujici funkce v metodé
vyS$Siho fadu nékteré béZné formulace kompozi¢niho modelu selhdvaji. Hlavni vyhodou pouZiti
metody vySSiho fadu presnosti je podstatnd redukce numerické difuze v porovnani s vysledky
ziskanymi metodou prvniho fadu pfesnosti, coz bude ilustrovano na nékolika ptikladech.
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1 Uvod

Matematické modely transportu smési chemickych latek v poréznim prostiedi hraji dileZitou
roli pfi studiu mnoha procesu v piirode€ i technice. Z riznych aplikaci miZeme jmenovat napf.
vtla¢eni CO, do podzemi za ucelem trvalého uloZeni v horninovém masivu (prevence skle-
nikového efektu pomoci technologie Carbon Capture and Storage — CCS), injektdZ plynu do
ropnych lozisek za ucelem zvySeni jejich vytéZnosti, ¢i feSeni ekologickych problémi vznika-
jicich prinikem kontaminace do horninového prostiedi. Pfi feseni téchto problémi je potfebné
simulovat transport komponent vicesloZkové smési v poréznim prostfedi. Napft. pii vtlaCovani
CO, do podzemi se superkriticky CO, vtlacuje do rezervodru, ktery obsahuje vodu a/nebo ropu.
V zavislosti na vnéjsich podminkach miZze smés byt homogenni (CO, se plné rozpusti ve vodé,
resp. rop€) nebo se smés miize rozdélit na dvé nebo vice fazi, které maji navzajem rozdilné
hustoty a chemickd sloZeni. Pokud se smés rozdé€li do dvou féazi (v pfipadé ropy napf. plyn
obsahujici pfevdazné CO- a leh¢i alkany a kapalinu obsahujici prevdzné t€zsi alkany a mensi
mnoZstvi rozpusténého CO,) muize dojit k tomu, Ze leh¢i faze bude mit vyrazné nizsi viskozitu
nez puvodni jednofdzova smés, coz povede ke zlepSeni vytéZnosti rezervodru.

Pti uklddani CO, do podzemi za uicelem trvalého uloZeni v hlubinnych uloZistich Ize vyuZit
jedinecnych vlastnosti smési obsahujicich CO,. Je dobfe zndmo, Ze pii sméSovani CO, a vody
pii zadané teploté a tlaku vyslednd smés zaujme obecné jiny objem neZ je soucet objemi vody
a CO, pred sméSovanim [ 14]. SméSovani vody a CO, obecné vede ke zméné hustoty smési, jedna
se tedy o silné neidedlni smési. Stavové chovani takovychto smési je tfeba popisovat prostfedky
rovnovazné termodynamiky. Zdroven je potfeba konzistentné propojit tyto termodynamické
vypocty s vypoctem proudéni vicefdzové smési. To vede k modelim popisujicim transport
komponent vicesloZkovych smési, pricemz komponenty mohou prechazet mezi fazemi. Prestoze
jak termodynamika smési, tak simulace transportu v péréznim prostfedi jsou dobie rozvinuté
discipliny, ukazuje se, Ze propojeni téchto dvou disciplin neni trividlni a je zdrojem mnoha
problémt, které je potfeba feSit. Jednd se tedy o interdisciplinarni problematiku propojujici
znalosti z termodynamiky smési, mechaniky tekutin a termodynamiky kontinua spolu s poznatky
z numerické matematiky a matematického modelovani.

Cilem této prednésky je predstavit formulaci kompozi¢niho modelu a ukdzat metodu vyssiho
fadu pfesnosti pouzitelnou pro simulaci vySe uvedenych problémd.

2 Formulace kompozi¢niho modelu

2.1 Transportni rovnice

Budeme vySetrovat dvoufazové stlacitelné proudéni smési n chemickych komponent v poréznim
prostfedi vymezeném oblasti (2. Omezime se na piipad nestlacitelného porézniho prostiedi
s porozitou ¢, kterd mizZe obecné zdviset na poloze, tj. ¢ = ¢(x). Budeme uvazovat izotermdaln{
pripad — tj. proudéni pfi konstantni teploté 7. Bilanci hmoty pro kazdou komponentu Ize zapsat
ve tvaru

d(¢ci)
ot

+V-q=F i=1,....n, (1)

kde ¢; = ¢;(x, t) jsou nezndmé celkové moldrni koncentrace jednotlivych komponent smési, g, je
hustota moléarniho toku i-té komponenty a zdrojovy ¢len F; popisuje objemovou hustotu vtldcent,
resp. Cerpani i-t€ komponenty ve vySetfované oblasti (pocet mollii dodanych do jednotkového
objemu zeminy za jednotku ¢asu). V kazdém bodé x € (2 (a kazdém cCase t) jsou v daném bodé



definovédny koncentrace c¢; vS§ech komponent¢ = 1, ..., n. Jedna se tedy o model smési pomoci
prekryvajicich se kontinui.

V zavislosti na vnéjsich podminkéch se mize v daném bodé smés vyskytovat bud’ v jedné
nebo vice fazich. Kazd4 faze « je charakterizovdna svym chemickym sloZenim (pfesnéji soubo-
rem molarnich koncentraci jednotlivych komponent ve fazi «v), saturaci (objemovym zlomkem)
S, a rychlosti. Neuvazujeme-li difuzi, pak rychlost v§ech komponent v dané fazi je stejna.
Celkova hustota molarniho toku i-té komponenty je tedy ddna piedpisem

Q=) CaiVa, )
(0%
kde se scita pres vSechny faze o, c,; je molarni koncentrace i-t€ komponenty ve fazi o a v,
je rychlost fize «. Pfedpokldddame, Ze rychlost fize o je dobfe popsdna Darcyho zdkonem
tvaru [12, 2]

Va = _)\aK<VP - Qag)a )\a = n 5 (3)

kde K = K(x) oznaCuje vlastni propustnost zeminy, p je tlak, o, = >, ¢a;M; je hustota
faze o, M; je molarni hmotnost i-t€ komponenty a g oznacuje vektor gravitaéniho zrychleni.
Mobilita A\, fdze « je definovdna jako podil relativni permeability k,, fize o a dynamické
viskozity 7, fidze a. Relativni permeabilita k., : (0,1) — (0, 1) je veli¢ina popisujici redukci
permeability z divodu pfitomnosti ostatnich fazi. Obecné zavisi na saturaci S, faze «

kra = kra (Sa) (4)

a k jejimu modelovéni pouzivame bud lineédrni (k,,, (S,) = S,) nebo kvadraticky (k.. (S.) =
S2) model. Podle zvoleného modelu zavisi dynamicka viskozita 7, fdze o na teplot€ a moldrnich
koncentracich faze «, ptip. tlaku p, teplot€¢ 7' a moldrnich zlomcich jednotlivych komponent
Tayi = Ca,i/Cas kde co =D 1| Ca; je celkovd moldrni koncentrace fize o, tedy

7704 = nOé<T7 Ca,h st ,Ca’n), resp. 77a = T]Q(p, T7 xa,la e 7‘ra,n)' (5)

Pro modelovani této zavislosti pouzivime model Lohrenze, Braye a Clarka [26].

2.2 Prestup komponent mezi fazemi

v,

Uvedeny model je tfeba doplnit konstitutivnimi vztahy, které popisi vazby mezi celkovymi
koncentracemi ¢; a po¢tem fazi, fizovymi koncentracemi ¢, ; vS§ech komponent ve vSech fazich
a saturacemi S, vSech fazi. K modelovani pfestupu komponent mezi fizemi se béZné€ pouziva
predpoklad lokalni termodynamické rovnovahy, ktery je v daném kontextu dobfe fyzikdlné
obhajitelny, nebot proudéni v poréznim prostiedi je typicky velmi pomalé v porovnani s rych-
losti pfestupu komponent mezi fdzemi. Podminka stabilni termodynamické rovnovihy vede
k minimalizaci celkové Gibbsovy energie slozeného systému pii zadané teploté, tlaku a cel-
kovych moldrnich zlomcich jednotlivych komponent smési [14, 28, 29]. Oznaéme z; = ¢;/c,
kde ¢ = """ | ¢; je celkovd moldrni koncentrace smési, celkové moldrni zlomky jednotlivych
komponent pro i = 1, ..., n. Déle zavedme molérni zlomky jednotlivych komponent ve fazi «
piedpisem z,; = Cai/Car kde ¢, = Z?zl Ca,i je celkova koncentrace faze o. Podminka fazové
rovnovéhy vede k nasledujici soustavé nelinearnich algebraickych rovnic

fOi(p7T7xO,17"'7$O,n) :fgi(paT»xg,l7"'7$g,n)7 i:17...,n, (68-)
2z =1 —v)x,; +va,,, i=1,...,n, (6b)

izi = ixm = il’g’i = 1, (6C)
i=1 =1

i=1



kde f,; je fugacita komponenty i ve fazi & a v € (0,1) oznaCuje moldrni zlomek plynné
faze (tj. pocet moli plynné faze ku celkovému poctu mold smési). Zde uvazujeme pouze
dvoufazovy piipad a formulujeme podminku termodynamické rovnovdhy pouze mezi dvéma
fazemi oznacenymi jako o (oil) a g (gas).

Pro zadané hodnoty tlaku p, teploty 7" a celkovych moldrnich zlomku z; v§ech komponent
Ize feSenim soustavy (6) urCit molérni zlomky z,; vSech komponent v obou fazich a moléarni
zlomek plynné faze v. Dale 1ze urcit fazové koncentrace c, feSenim stavové rovnice

p=p(T.1/ca,Tats--sTan), a € {o,g} (7)

a dopocitat fazové saturace S, feSenim soustavy rovnic
CoSo + €gS¢ = c, (8)
So 4+ 8y = 1. 9)
Koncentrace c,; jsou pak ddny vzorcem c,; = coZ,,;. Pokud je za danych podminek (tj.
tlaku p, teploté T" a celkovych moldrnich zlomcich zy, ..., z,) smés stabilni [27], pak nedojde

k rozkladu smési na faze. V tomto pifipadé neni tfeba feSit systém (6), protoze staci poloZit
Cai = G aSa =1.

2.3 Pocatecni a okrajové podminky

Vyse uvedeny systém rovnic feSenych na omezené d-rozmérné oblasti €2 je tfeba doplnit o vhodné
pocate¢ni a okrajové podminky, které je potieba zvolit tak, aby vyslednd tloha byla formulovédna
korektné — tj. aby za danych podminek existovalo pravé jedno feSeni, které bude spojité zaviset
na vstupnich datech dlohy. Navzdory své dlleZitosti je tato problematika v dostupné literatuie
¢asto opomijena. Nékteré knihy, napt. [7], se problematice okrajovych podminek nevénuji viibec.
V mnoha ¢lancich se okrajové podminky zmitiuji pouze v souvislosti s konstrukci numerického
schématu, pricemz korektnost riznych formulaci okrajovych podminek je pfinejmensim sporna.
V ¢lanku [30] je ukdzano, Ze Casto pouzivanad nulovd Neumannova podminka tvaru

Vo -n=-\K(Vp—0,8) n=0, Va € {o, g}, (10)

kterd vyjadiuje podminku nepropustnosti pro kazdou fazi o na nékteré ¢asti hranice 0f2, neni
korektni. Z podminky (10) lze totiZ ve dvoufazovém systému (kdy je A\, # O pro obé faze
a € {o, g}) odvodit, Ze

Vp-n=pg,g-n a zaroven Vp-n=0,g-n, (11)

které nemohou byt splnény zaroveni ve dvoufdzovém systému s gravitaci, pokud maji obé
faze razné hustoty. Nelze tedy vynucovat nulovou Neumannovu podminku pro kazdou fazo-
vou rychlost, ale pouze pro celkovy tok kazdé komponenty. Na zakladé zkuSenosti ziskanych
s timto modelem dopliiujeme tedy rovnice kompozi¢niho modelu nésledujicimi pocatecnimi
a okrajovymi podminkami

¢i(x,0)=x), xeQ,i=1,...,n, (12a)
p(x,t) =pP(x,t), x€T,, tel, (12b)
q(x,t) - nx)=0, xel,tel, i=1...n, (12¢)

v nichZ n oznacuje jednotkovy vektor vnéjsi normdly definovany skoro vSude na 02, I', UT', =
0Q,al’,NT, = (. Rovnice (12a) popisuje pocate¢ni rozloZeni moldrnich koncentraci, (12b) je
Dirichletova okrajova podminka piedepisujici tlak p” na &4sti hranice T, a (12¢) je homogenn{
Neumannova okrajova podminka popisujici nepropustnou ¢ést hranice I'y. Pfedpokladame, Ze

I', je odtokova Cést hranice, takZe na ni neni tieba pfedepisovat zadné okrajové podminky pro
molarni koncentrace.



3 Numerické reSeni kompozicniho modelu

Zékladnim problémem, ktery je potfeba pii numerickém feSeni kompozi¢niho modelu vy-
resit, je vypocet tlaku, ktery neni popsdn Zadnou evolucni rovnici, ale je din feSenim systému
implicitné. Hodnoty tlaku jsou potiebné jednak pro vypocty tokd, jednak pro testovani fazové sta-
bility a stanoveni lokdlni fizové rovnovédhy na kazdé vypocetni buiice, jelikoZ termodynamické
vypocty se provadi pfi zadaném tlaku, teploté a celkovych moldrnich zlomcich jednotlivych
komponent smési. K formulaci rovnic popisujicich evoluci tlaku je v literatufe dostupnych né-
kolik metod [1, 42, 9, 10, 8, 40], které ovSem v zasadé vychazeji ze dvou zakladnich pfistupt.
Prvnim z nich je metoda zaloZend na linearizaci systému rovnic (1)—(8) Newtonovou metodou,
kdy se z diskrétni podoby rovnic pro pfirastky zvolenych primarnich proménnych (mezi nimiz
je vzdy tlak) eliminaci ostatnich proménnych odvodi redukovany systém pouze pro pfirtstky
tlaku. Po vyfeSeni systému pro prirdstky tlaku se jiz prirdstky ostatnich primarnich promén-
nych nefesi, ziskané aproximace tlakd se pouZiji k vypoctu toki a pak se piejde k explicitnimu
feSeni transportnich rovnic pro jednotlivé komponenty. Tuto verzi predikce tlaku v kompozi¢ni
simulaci poprvé pouZzili Young a Stephenson [42]. Alternativni metodou pro predikci vyvoje
tlaku je metoda, kterou poprvé pouZili Acs, Farkas a Doleschell v préci [1], ve které se vhodnou
kombinaci transportnich rovnic (1) odvodi evolu¢ni rovnice pro tlak tvaru

o =
dcpo + Z T V- (CoiVo + CgiVy) = Z wF, (13)
i=1 i=1
kde c; oznacuje koeficient celkové (dvoufazové) stlacitelnosti smési a v; je celkovy (tj. dvoufa-
zovy) parcidlni moldrni objem i-té komponenty. Tyto koeficienty jsou funkcemi tlaku, teploty
a molarnich zlomku. Postup jejich vypoctu ze stavové rovnice je uveden v knize [14].

V nésledujicich odstavcich popiseme feSeni systému rovnic (1)—(8) na dvourozmérné oblasti
Q) pokryté obdélnikovou siti s vyuZzitim rovnice pro tlak (13), kterou diskretizujeme smiSenou
hybridni verzi metody konecnych prvki nejnizsiho fadu [3, 37]. V této metod¢ aproximujeme
tlak soucasné s celkovym tokem, ktery je dale vyuZit pro vypocet transportu. Tento pfistup
navazuje na prace [34, 16, 17, 18]. Transportni rovnice jsou feSeny nespojitou Galerkinovou
metodou vyuZzivajici po ¢astech linearni nespojité bazické funkce [19, 11, 5]. Pfi pouziti metody
vys§iho fadu presnosti je obecné nutné vyslednd data poupravit s vyuZitim vhodné omezujici
funkce, kterd zabrani vzniku nefyzikdlnich oscilaci. Podrobnosti tohoto pristupu jsou uvedeny
v [21, 22, 23, 24, 25, 15].

3.1 Diskretizace celkového molarniho toku

Celkovy molérni tok q zavedeme piedpisem

q=CoVo+ CgVg = — Z ca A K(Vp — 08), (14)

kde 0 = fo0o + f404 @ fo = Cada/D o CaAar. Koeficient ), cor Ay v rovnici (14) je vzdy
kladny, protoZe alespoii jedna faze ma vZdy nenulovou mobilitu. Z rovnice (14) 1ze tedy vyjadrit

gradient tlaku
1

Za’ CO&’AO/
a ten dosadit do Darcyho zdkona (3). Takto lze odvodit vyjadieni celkovych fazovych tokl
pomoci celkového toku ve tvaru

Vp=-— K 'q+ og. (15)

qo = CqVa = fa(q - Ga)7 (16)
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Ga — { Co)\o(go - Qg)Kg o = g7 (17)
cgAg(0g — 00)Kg a=o.
Aproximaci celkového molarniho toku hledime v prostoru R7j(K) —tj. Raviartové-Thoma-

sové prostoru nejniz§tho stupné na kazdém elementu K (pro podrobnosti viz [37, 41, 4]).
Aproximace celkového toku na elementu K je tedy tvaru

qrx = Z Kk, EWK E, (18)
EcdK

kde koeficient i g udavd celkovy molarni tok ve sméru vnéjsi normdly pfes hranu £ z ele-
mentu K a wk g oznacuje bazické funkce prostoru R7j(K). Vlastnosti téchto bazickych funkci
1 podrobné odvozeni jejich tvaru lze najit v ¢lanku [30]. S pouZitim vlastnosti téchto bazickych
funkci lze odvodit vyjadieni koeficientli celkového molarniho toku na libovolném elementu K
pomoci primérného tlaku na daném elementu px a primérnych tlaki na v§ech hranach elementu
K (tzv. stopy tlaku) oznacenych jako px z ve tvaru

dK.E = GK EPK — Z b ,p,e'PK.E + dK E. (19)
E'€dK

Koeficienty ax g, bk g 5 @ di g v této rovnici zaviseji na geometrii sit€ a na lokdlnich hodnotach
celkové mobility. Vyjadfeni téchto koeficientl I1ze najit v ¢lanku [30]. Zakon zachovani hmoty
na hrané F = K N K’ oddélujici dva sousedni elementy K and K’ vede k podmince

Ix.e + ke =0, KNK' =E. (20)
Dosazenim z (19) dostaneme

OK,EPK — Z bk, ppPKr.p + dxp + +ag g — Z b 5,mPK B + dgr g = 0.
E'cdK E'€dK’
(21)

Na hranach E' lezici na neumannovské ¢asti hranice z rovnice (12¢) odvodime

qr,e = 0, a tedy UK, EPK — Z bk g.pDK,p +di e = 0. (22)
E'€dK

Systém rovnic (21) a (22) Ize zapsat v maticovém tvaru

R'P—MP =V, (23)
kde
R e RNK’NE, RK,E = aK,FE, (248.)
MeRNNe Mpp= > brpw (24b)
K:E,E'€dK
Ve RV, Ve= Y  dgr. (24c)
K:E€OK

V t&chto rovnicich N oznacuje pocet elementii, N je celkovy pocet hran, P € RY% je vektor
priimérnych tlakd na jednotlivych elementech a P € RV je vektor stop tlakii na jednotlivych
hranach.
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3.2 Aproximace rovnice pro tlak

Rovnici pro tlak (13) lze preformulovat do nésledujiciho tvaru

pes 22 o L Zvl (miq —s;) = Y _TiF;, (25)
=1

kde m; = o fo +4ifgasi = T foGo + x4, f;G,. Tuto rovnici Ize integrovat pies libovolny
element K. Pfedpokladdme-li, Ze koeficienty c; a v; jsou po elementech konstantni, odvodime
s vyuZzitim divergencni véty

0
dxcr | K] pK+ZUzK Z/ Mk, BqK,E — Si,k,E - NK,E) = Zvi,KE,K|K|7 (26)

i=1 EcOK i=1

kde | K| oznacuje plochu elementu K. Dosazenim celkového toku z (19) a pouZitim zpétné
Eulerovy metody odvodime nasledujici schéma

DP™ — Rp = @, (27)

kde horni index n + 1 oznacuje ¢asovou hladinu, D € RV%Vx je diagonalni matice s elementy

crilK
Dk i = oK fK| | Z Vi K Z /mzKEaKEy

EcoK

R € RN<:NE je obdéInikova matice s prvky

Rip = ZUZK Z /mzKEbKEE’

i=1 EcOoK

a G € RV je vektor se slozkami

PKcC
Gy = KfK‘ ZUZKZ leEdKE_SzKE nKE |K|ZleEK

i=1 EecoK

Koeficienty ¢, U;, m; i as; kg se vyc¢isluji pomoci primérnych hodnot fazovych koncentraci
a saturaci na elementu K ve staré ¢asové vrstve n.

3.3 Vypocet fazovych toku

Diilezitym krokem v metodé IMPEC je korektn{ aproximace fazovych tokti q, = f.(q — G,).
V ¢lanku [30] zobeciiujeme metodu, kterou diive Sammon [38] pouZil pii simulaci dvoufdzového
nemisitelného proudéni, na problém kompozi¢ni simulace. Nejprve je tfeba vyfeSit soustavu
rovnic (23) a (27). Tim ziskame tlaky na jednotlivych elementech P a stopy tlaku na hranach P
na nové ¢asové hladiné. ProtoZe matice D je diagondlni a invertovatelnd, je moZno redukovat
soustavu (23) a (27) na soustavu rovnic pro stopy tlaku tvaru [31]

(M — RTD'R)P" =V — RTD'G (28)

Soustavu (28) fe§ime pomoci piimého fedice. ReSenim tohoto systému ziskdme stopy tlaki
P! na nové ¢asové hlading. Priimérné hodnoty tlakti na jednotlivych elementech P! lze
potom ziskat z rovnice (27). Potom mlizeme vypocitat celkovy molarni tok pomoci rovnice (19).
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Rovnice (20) zarucuje splnéni bilance celkového molarniho toku na kazdé vnitfni hrané¢ mezi
dvéma elementy sité. Pokud bychom ovSem chtéli vypocitat fizové toky pomoci (16), zjistime,
Ze pii pouziti lokalnich hodnot koeficientt f, a G, na elementu K dostaneme rozdilné hodnoty
normdlové slozky fazovych toki na hrané E podle toho, z které strany hrany E koeficienty
vycislujeme. Abychom dostali konzervativni pole, primérujeme hodnoty o, pouzivané pro
vypocet G, v rovnici (16) pomoci aritmetického priiméru hodnot na sousedicich elementech,
zatimco hodnoty koeficientd c, A\, a cy Ay pii vyCisleni f, se berou ze strany, kterd je proti
sméru k toku q, (tzv. upwind). Zde ovSem nardZime na problém, Ze smér q,, jesSt€ neni znam.
Tento problém lze vyfesit nasledujicim postupem. Ozna¢me symbolem « fazi, pro kterou plati,
Ze

sgnqg.p = —sgn G, - ng g, (29)

kde co Ay @ Co A s€ ZVoli libovolné, napf. c, A\, = corAor = 1. Symbolem o ozna¢ime zbyvajici
fazi. Alespon jedna z pfitomnych fazi vzdy splni podminku (29), protoZe celkovy tok je predem
dan a vektory G, a G, ukazuji do navzdjem opacnych smérd, viz (17). Z podminky (29)
plyne, Ze fdze o sméfuje stejnym smérem jako celkovy tok, piesnéji sgn g, x.r = SgNqk.E
nezdvisle na tom, jaké jsou skute¢né hodnoty nezdporného koeficientu c, A\, v rovnici (16).
Zndmé znaménko ¢, x,z umoZziuje najit upwindovou hodnotu vyrazu c, \,, ktery se vyskytuje
ve vypoctu vektoru G./. Je tedy moZzno vypocitat g, x,r a stanovit upwindovou hodnotu
koeficientu )\, (koeficient bereme ze strany proti sméru ¢,/ ) a nakonec stanovit skute¢nou
hodnotu ¢, x . V poslednim kroku se zméni pouze hodnota toku, nikoliv vSak jeho smér.
Proto nakonec dostaneme konzistentni aproximaci fazovych tokl takovou, Ze koeficienty c, A,
a cy A\ pri vyCisleni f,, se berou ze strany, kterd je proti sméru piislusného fazového toku, jak
jsme chtéli. Tyto fazové toky déle vyuZijeme pfi feSeni transportnich rovnic. Poznamenejme, Ze
prosté primérovani hodnot tokli z obou stran neni mozné, protoZe vede ke schématu, které je
nepodminéné nestabilni.

3.4 Aproximace transportnich rovnic

Transportni rovnice (1) diskretizujeme nespojitou Galerkinovou metodou kone¢nych prvka [19,
11,5, 13]. Na kazdém obdélnikovém elementu K aproximujeme nezndmé koncentrace jednotli-
vych komponent linearnimi funkcemi, které ovsem nemusi byt spojité pies hranice elementil. Na
kazdém elementu tedy mame pro kazdou koncentraci 3 stupné volnosti — hodnotu koncentrace
uprostfed elementu a hodnoty sloZzek gradientu ve sméru os = a y. Aproximace tedy uvazujeme

ve tvaru
3 3

Ci, Kk — Z Cé,K‘PK,l; Cai,K = Z Cfl,i,K@K,l, (30)
1=1 =1
kde ¢x,; jsou bazické funkce lokdlniho prostoru linedrnich funkci na elementu K. Detailni
odvozeni tvaru téchto funkci je provedeno v ¢lanku [30]. Ndsobenim transportnich rovnic
testovaci funkci, integraci pres element /K a pouZzitim Greenovy véty lze odvodit nésledujici
schéma nespojité Galerkinovy metody

acz’,K
/ 05 K~ / (Toi,KQo + Tgixdg) - VoK j+
K K

+ Z / (Toi kB0 + Tgik BAg) - NK BPK :/ Fiok;, (B
E K

EcoK
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které plati pro kazdy stupenl volnosti j € {1,2,3}. V integralu pfes hranici elementu oznacuje
Toix.E Pro a € {o, g} hodnotu molarniho zlomku z upwindové strany vzhledem k toku qy, tj.

; k = . FEl >
Tarhp = { ToiK,E PO ud Go,K,E = Qa nK,E| | > 0, (32)

Toix'p  Pokud gux r = qa - Ngp|E|] <0,

kde predpokladdme, ze £ = K N K’ je spole¢nd hrana mezi sousednimi elementy /& a K’. Pokud
hrana E leZi na hranici, pak 1ze na vtokové ¢asti hranice pouZit Dirichletovy okrajové podminky.
Hodnoty 7, ; k. a T, kg Vrovnici (32) ziskdme feSenim lokélni fazové rovnovahy na hranach
elementl pfi teploté T, tlaku px r a celkovych moldrnich koncentracich z; na pfislu§né hrang.
Hodnoty z; na hrané se spocte pomoci hodnot z; uprostfed elementu a sloZzek gradientti, které
jsou k dispozici pii pouZziti nespojité Galerkinovy metody. Hodnoty z,; x v integrdlu pfes
element K v rovnici (31) vypocitdme feSenim lokélni termodynamické rovnovéhy pii teploté
T, tlaku pg a celkovych molédrnich zlomcich z; uprostfed elementu. K dosaZeni vyssiho fadu
presnosti je tedy potieba na kazdém elementu feSit 5 problémi fazové rovnovahy.
Dosazenim (30) do (31) odvodime nésledujici semidiskrétni schéma

3 l 3
dei e
oSS~ S Yt Y aowe M
=1 a€c{o,g} I=1 EcOK
+ > > TaikplereM = /K Fipr . (33)

EcOK ac{o,g}

Matice M¥, MFE, a M%F obsahuji integraly bazickych funkci a jsou odvozeny v ¢ldnku
[30]. Protoze matice M ¥ je diagondlni, vede aproximace ¢asové derivace dopiednou diferenci
k explicitnimu schématu pro 3 nezndmé stupné volnosti c§7 x ha kazdém elementu K.

3.5 Implementace omezujici funkce

Vyse popsané schéma nespojité Galerkinovy metody je potfeba stabilizovat pouZzitim omezujici
funkce (tzv. limiter), kterd zabrani vzniku umélych oscilaci numerického feseni. Na obdélnikové
siti 1ze omezeni sklontl provadét nezavisle na sob& pro oba sméry x a y. Podstata metody spociva
v tom, Ze sklony ziskané pouZzitim nespojité Galerkinovy metody po kazdém casovém kroku
modifikujeme tak, aby se prlimérnd hodnota numerického feseni na kazdém elementu nezménila
a aby hodnoty celkovych koncentraci na kazdé hrané leZely mezi minimem a maximem hodnot
piislusné koncentrace uprostfed sousednich bunék. Vzhledem k tomu, Ze jako stupné€ volnosti na
kazdém elementu pouzivame 1) primérné hodnoty celkovych molarnich koncentraci, 2) rozdily
hodnot koncentraci na pravé hran€ a uprostfed elementu a 3) rozdily hodnot koncentraci na
horni hrané a uprostied elementu, 1ze uvedenou metodu snadno implementovat. Zaroven lze
snadno ziskat metodu kone¢nych objemt, pokud oba sklony nastavime na nulu.

Pfi implementaci tohoto limiteru nardzime na zajimavy problém. Pii kompozi¢ni simulaci se

bé&Zné misto pivodniho systému rovnic (1) pro viechny komponenty i € {1,2, ..., n} formuluje
ekvivalentni uloha ve tvaru
d(¢ci
(gf)+v-qizﬂ i=1,...,n—1, (34)
9(¢c) -
——+V.q=F= F; 35
o TV-d > (35)

i=1

coZ jsou bilan¢ni rovnice pro prvnich n — 1 komponent doplnéné bilan¢ni rovnici celé smési.
Pfi pouziti metod prvniho fadu presnosti (napt. metody konecnych objemi) jsou obé formulace
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ekvivalentni a funguji stejné dobte. Pfi pouZiti metody vyssiho fadu se obé formulace za¢nou
odliSovat ve zptsobu aplikace limiteru. Limiter 1ze snadno aplikovat v pripadé ptivodni formu-
lace (1) proi € {1,2,...,n}. Po kazdém kroku nespojité Galerkinovy metody limiter definuje

horni a dolni meze ¢ acE . hodnot celkovych koncentraci na kazdé hrané F nésledujicim
zpisobem
mar = max{Cis, gt i = min{e i, cipo} (36)
Cimax — MAX\Ci K, G K 1, Ciomin = MIN{C; K, Ci K7

kde K a K’ jsou elementy sité pfiléhajici k hrané F. Pokud je potieba, sklon numerického feseni
na kazdém elementu K se redukuje tak, aby na kazdé hrané byly splnény nerovnosti
E KE _ E
Ci,min S G S Ci,maa:’ (37)
kde ciK - oznacuje hodnotu celkové molarni koncentrace i-t¢ komponenty uprostfed hrany F
zrekonstruované pomoci 3 stupiid volnosti na elementu K. Vysc¢itdnim nerovnosti (37) ptes
i€ {1,2,...,n} dostaneme pro celkovou moldrni koncentraci smési omezen{

n n n
Z E KE _ Z K.E Z E
Ci,min <c = & < ci,max' (38)
i=1 i=1 i=1
, . E E e . . . P
dolni a horni meze c¢;,,;, @ ¢;,,,, Omezujici hodnoty celkovych molarnich koncentraci ¢; pro
1 =1,...,n —1 adale meze ¢, a c,,,, omezujici hodnoty celkové koncentrace c na kazdé

Pokud stejny postup pouZijeme v alternativni formulaci (34), pak limiter bude definovat
E E
hrané E. Sklony téchto proménnych se budou pfipadné redukovat tak, aby

c? SciK’Ech 1=1,....,n—1 (39)

1,min i,max)

< (K< E

man max*

Z téchto nerovnosti miZeme pro posledni komponentu ¢,, odvodit nerovnost

n—1 n—1 n—1
K,E
Chin = > Clopae S P =P =N ct (40)

IN

9
S}
|

min i,maxr — i max i,min’

i=1 i=1 i=1
Tato nerovnost vSak neni v souladu s podminkou (37) pro ¢ = n. Pouziti metody vysSiho
fadu a limiteru ve formulaci (34) vede ke vzniku nefyzikdlnich oscilaci koncentrace posledni
komponenty, které se béhem nékolika malo ¢asovych kroki rozsifi i do dalSich komponent.
Problém lze vyfesit konstrukci specidlniho limiteru, ktery bude nastavovat meze celkové kon-
centrace tak, aby byly zajiStény spravné meze hodnot posledni komponenty c,. Tento postup
vSak vede ke zbyte¢né slozitému kédu. Jednodussi feseni je vychazet z pivodni formulace (1)
proi € {1,2,...,n}, ve které spInéni nerovnosti (37) zajisti stabilitu feSeni pro doste¢né malé
casové kroky (pfi splnéni tzv. CFL-podminky).

4 Ukazky numerickych simulaci

V této ¢4sti ukaZeme vysledky numerickych simulaci ziskané vySe popsanou metodou. Vysledky
ziskané metodou vyssiho fadu (kombinace smiSené hybridni metody kone¢nych prvki a nespo-
jité Galerkinovy metody — MHFE/DG) porovndme s metodou prvniho fddu zaloZzené na kom-
binaci smiSené hybridni metody kone¢nych prvki a metody kone¢nych objemi (MHFE/FV).
Vyhodou metody vyssiho fadu je podstatnd redukce numerické difuze pti zachovéni stability
schématu, coZ demonstrujeme na nasledujicich ptikladech.
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PV = 58.00%, Time= 0.69yrs PV = 58.02%, Time= 0.69 yrs
5o MHFE/DG o MHFE/FV

Obrazek 1: Celkové moléarni zlomky metanu po injektazi 58% porového objemu metanu (0,69
roku) vypoctené na siti 40 x 40 pomoci metod MHFE/DG (vlevo) a MHFE/FV (vpravo):
Ptiklad 1 bez gravitace.

4.1 Priklad 1: jednofazové proudéni

V prvnim piikladu simulujeme vytlacovéani propanu metanem ve vodorovné 2D oblasti o veli-
kosti 50 x 50 m bez gravitace pfi konstantni teploté 7" = 397 K. Porozita rezervoaru je ¢ = 0,2
a vlastni propustnost ' = 10 mD. Metan je vtlicen v levém dolnim rohu, zatimco smés je
cerpana v pravém hornim rohu, kde je udrZovan konstantni tlak 50 bar. Za téchto podminek
smés zistavd v jedné fazi po celou dobu simulace. Rychlost vtlaceni je 42,5 m?/den pfi tlaku
p = 1 atm a teploté¢ 7' = 293 K. Pro tuto simulaci pouzivdme linedrni model relativni permeabi-
lity (ko (Sa) = Sa). Na obrdazku 1 vidime moldrni zlomky metanu po injektdzi 58% pérového
objemu metanu vypoctené obéma metodami na ¢tvercové siti 40 x 40, odkud je vidét ostiejsi
reprezentace postupujiciho rozhrani pfi pouZziti metody vysSiho fddu v porovndni s metodou
prvniho fadu, kterd je podstatné difuznéjsi. Pokud stejny problém feSime na svislé oblasti (tj.
uvazujeme vliv gravitace), pak dostaneme vysledky zobrazené na obrdzku 2, kde jsou zobrazeny
molarni zlomky metanu po vtlaceni 20% pdérového prostoru metanu. I v tomto piipadé metoda
vys§iho fadu presnosti ma podstatné niZ$i numerickou difuzi v porovnani s metodou prvniho
radu.

4.2 Priklad 2: dvoufazové proudéni

Opét simulujeme vytlaCovani propanu metanem ve 2D oblasti o velikosti 50 x 50 m pii konstantni
teploté 7' = 311 K. Porozita rezervodru je ¢ = 0,2 a vlastni propustnost i = 10 mD. Metan
je vtla€en v levém dolnim rohu a smés je od¢erpdvana v pravém hornim rohu, kde je udrzovan
tlak p = 69 bar. Za téchto podminek se v Cdasti oblasti objevi dvoufdzova oblast. Rychlost
vtld&eni je 0,017 m?/den pfi tlaku p = 1 atm a teploté¢ 7" = 293 K. Opét pouzivame linedrn{
model relativni permeability. Na obrazku 3 vidime molédrni zlomky metanu po vtlaceni 50%
porového objemu metanu vypoctené obéma metodami na ¢tvercové siti 20 x 20 v pfipadé, ze
neuvazujeme gravitaci (vodorovnd oblast). Pokud uvazujeme vliv gravitace (svisla oblast), pak
ziskdme vysledky zobrazené na obrazku 4. I v téchto ptikladech jasn€ vidime podstatnou redukci
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PV= 20.01%,Time= 0.24yrs PV = 20.00%, Time= 0.24 yrs
5o MHFE/DG o MHFE/FV

an 40 50 an 40 &0

Obréazek 2: Celkové molédrni zlomky metanu po injektdzi 20% porového objemu metanu (0,24
roku) vypoctené na siti 40 x 40 pomoci metod MHFE/DG (vlevo) a MHFE/FV (vpravo):
Ptiklad 1 s gravitaci.

numerické difuze pii pouZziti metody vysSiho fadu presnosti.

5 Shrnuti a zavér

V této predndsce jsme prezentovali formulaci kompozi¢niho modelu popisujicim transport
komponent smési ve dvou fazich a ukdzali na nékteré problémy objevujici se pfi numerickém
feSeni tohoto modelu. Pfedvedené numerické simulace ukazuji vyhodu pouZiti metod vyssiho
fadu presnosti — podstatnou redukci numerické difuze oproti feSeni ziskanému metodou prv-
niho fadu presnosti. Uvedeny model je mozno dédle rozsifovat a vylepSovat. Do modelu 1ze
zahrnout napt. difuzi komponent v kazdé fazi nebo kapilaritu. Lze simulovat i tfifizové pro-
blémy zahrnujici 2 kapalné faze (vodu a uhlovodikovou kapalnou f4zi) a plyn. Takové modely
mohou simulovat zvySovéani vytéZnosti ropného rezervoaru pomoci technologie WAG (water
alternating gas injection - stfidava injektdZ vody a plynu do ropného loZiska). V soucasné
dobé studujeme i moznosti pouziti alternativnich termodynamickych formulaci problému fa-
zové rovnovahy [32, 33, 20, 36]. Popis téchto zajimavych problémi je vSak na ramec tohoto
textu. Dand problematika tedy stile pfedstavuje zdroj mnoha otevienych zajimavych problémi
s praktickymi aplikacemi.
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Obrazek 3: Celkové molarni zlomky metanu po injektdzi 50% poérového objemu metanu (1,15
roku) vypoctené na siti 20 x 20 pomoci metod MHFE/DG (vlevo) a MHFE/FV (vpravo):
Ptiklad 2 bez gravitace.
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