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Summary
This habilitation lecture deals with the mathematical model of transport of components of a mul-
ticomponent mixture in a porous medium. Depending on the local conditions, the mixture can
occur in a single phase or in two phases. The model is formulated using the mass balance of
each component, and Darcy’s laws for all phases. Using the assumption of local thermodynamic
equilibrium, the partitioning of components between the phases is described by means of the
equilibrium thermodynamics. We assume that the phase behaviour of the mixture can be descri-
bed using a single equation of state which describes the relation between the pressure, volume,
temperature, and composition of the system in all phases. The pressure equation is discretized
using the mixed-hybrid finite element method. The transport equations are discretized using the
discontinuous Galerkin finite element method using the element-wise linear approximation of
the total molar densities. This method is stabilized using the slope limiter.

The aim of this lecture is to introduce the formulation of a mathematical model describing
two-phase flow of a compressible multicomponent mixture in a porous medium and point out
several problems that are commonly ignored in the literature. One of them is, for example, the
still unresolved problem of the correct formulation of boundary conditions in the two-phase
compositional model. Next, we will discuss the stable way of approximation of the phase fluxes.
At the end, we will show that when implementing the slope limiter in the higher-order method,
some common formulation of the compositional model will break down. The main advantage of
the higher-order methods is the substantial reduction of the numerical diffusion in comparison
with the results obtained using the first-order method, which will be illustrated by several
examples.
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Souhrn
Tato habilitačnı́ přednáška pojednává o matematickém modelu transportu komponent vı́ceslož-
kové směsi v poréznı́m prostředı́. V závislosti na vnějšı́ch podmı́nkách se směs může nacházet
v jedné nebo dvou fázı́ch. Model je formulován pomocı́ bilance hmoty každé komponenty, Dar-
cyho zákona pro každou fázi. Za předpokladu lokálnı́ termodynamické rovnováhy je rozloženı́
komponent mezi fázemi popsáno prostředky rovnovážné termodynamiky. Předpokládáme, že
k popisu stavového chovánı́ směsi lze použı́t jedinou stavovou rovnici, která popı́še vztah mezi
tlakem, objemem, teplotou a složenı́m systému ve všech fázı́ch. Rovnice pro tlak je diskreti-
zována smı́šenou hybridnı́ metodou konečných prvků. Transportnı́ rovnice jsou diskretizovány
nespojitou Galerkinovou metodou využı́vajı́cı́ po elementech lineárnı́ aproximaci celkových
molárnı́ch hustot. Tato metoda je stabilizována použitı́m omezujı́cı́ funkce (tzv. limiteru).

Cı́lem této přednášky je představit formulaci modelu popisujı́cı́ho dvoufázové prouděnı́ stla-
čitelné vı́cesložkové směsi v poréznı́m prostředı́ a upozornit na některé problémy, které bývajı́
v literatuře opomı́jeny. Jednı́m z nich je např. stále otevřený problém korektnı́ formulace okra-
jových podmı́nek pro dvoufázový kompozičnı́ model. Dále budeme diskutovat stabilnı́ způsob
aproximace fázových toků. Nakonec ukážeme, že při implementaci omezujı́cı́ funkce v metodě
vyššı́ho řádu některé běžné formulace kompozičnı́ho modelu selhávajı́. Hlavnı́ výhodou použitı́
metody vyššı́ho řádu přesnosti je podstatná redukce numerické difuze v porovnánı́ s výsledky
zı́skanými metodou prvnı́ho řádu přesnosti, což bude ilustrováno na několika přı́kladech.
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2.3 Počátečnı́ a okrajové podmı́nky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1 Úvod
Matematické modely transportu směsı́ chemických látek v poréznı́m prostředı́ hrajı́ důležitou
roli při studiu mnoha procesů v přı́rodě i technice. Z různých aplikacı́ můžeme jmenovat např.
vtláčenı́ CO2 do podzemı́ za účelem trvalého uloženı́ v horninovém masivu (prevence skle-
nı́kového efektu pomocı́ technologie Carbon Capture and Storage – CCS), injektáž plynu do
ropných ložisek za účelem zvýšenı́ jejich výtěžnosti, či řešenı́ ekologických problémů vznika-
jı́cı́ch průnikem kontaminace do horninového prostředı́. Při řešenı́ těchto problémů je potřebné
simulovat transport komponent vı́cesložkové směsi v poréznı́m prostředı́. Např. při vtlačovánı́
CO2 do podzemı́ se superkritický CO2 vtlačuje do rezervoáru, který obsahuje vodu a/nebo ropu.
V závislosti na vnějšı́ch podmı́nkách může směs být homogennı́ (CO2 se plně rozpustı́ ve vodě,
resp. ropě) nebo se směs může rozdělit na dvě nebo vı́ce fázı́, které majı́ navzájem rozdı́lné
hustoty a chemická složenı́. Pokud se směs rozdělı́ do dvou fázı́ (v přı́padě ropy např. plyn
obsahujı́cı́ převážně CO2 a lehčı́ alkany a kapalinu obsahujı́cı́ převážně těžšı́ alkany a menšı́
množstvı́ rozpuštěného CO2) může dojı́t k tomu, že lehčı́ fáze bude mı́t výrazně nižšı́ viskozitu
než původnı́ jednofázová směs, což povede ke zlepšenı́ výtěžnosti rezervoáru.

Při ukládánı́ CO2 do podzemı́ za účelem trvalého uloženı́ v hlubinných uložištı́ch lze využı́t
jedinečných vlastnostı́ směsı́ obsahujı́cı́ch CO2. Je dobře známo, že při směšovánı́ CO2 a vody
při zadané teplotě a tlaku výsledná směs zaujme obecně jiný objem než je součet objemů vody
a CO2 před směšovánı́m [14]. Směšovánı́ vody a CO2 obecně vede ke změně hustoty směsi, jedná
se tedy o silně neideálnı́ směsi. Stavové chovánı́ takovýchto směsı́ je třeba popisovat prostředky
rovnovážné termodynamiky. Zároveň je potřeba konzistentně propojit tyto termodynamické
výpočty s výpočtem prouděnı́ vı́cefázové směsi. To vede k modelům popisujı́cı́m transport
komponent vı́cesložkových směsı́, přičemž komponenty mohou přecházet mezi fázemi. Přestože
jak termodynamika směsı́, tak simulace transportu v póréznı́m prostředı́ jsou dobře rozvinuté
disciplı́ny, ukazuje se, že propojenı́ těchto dvou disciplı́n nenı́ triviálnı́ a je zdrojem mnoha
problémů, které je potřeba řešit. Jedná se tedy o interdisciplinárnı́ problematiku propojujı́cı́
znalosti z termodynamiky směsı́, mechaniky tekutin a termodynamiky kontinua spolu s poznatky
z numerické matematiky a matematického modelovánı́.

Cı́lem této přednášky je představit formulaci kompozičnı́ho modelu a ukázat metodu vyššı́ho
řádu přesnosti použitelnou pro simulaci výše uvedených problémů.

2 Formulace kompozičnı́ho modelu

2.1 Transportnı́ rovnice
Budeme vyšetřovat dvoufázové stlačitelné prouděnı́ směsin chemických komponent v poréznı́m
prostředı́ vymezeném oblastı́ Ω. Omezı́me se na přı́pad nestlačitelného poréznı́ho prostředı́
s porozitou φ, která může obecně záviset na poloze, tj. φ = φ(x). Budeme uvažovat izotermálnı́
přı́pad – tj. prouděnı́ při konstantnı́ teplotě T . Bilanci hmoty pro každou komponentu lze zapsat
ve tvaru

∂(φci)

∂t
+∇ · qi = Fi, i = 1, . . . , n, (1)

kde ci = ci(x, t) jsou neznámé celkové molárnı́ koncentrace jednotlivých komponent směsi,qi je
hustota molárnı́ho toku i-té komponenty a zdrojový členFi popisuje objemovou hustotu vtláčenı́,
resp. čerpánı́ i-té komponenty ve vyšetřované oblasti (počet molů dodaných do jednotkového
objemu zeminy za jednotku času). V každém bodě x ∈ Ω (a každém čase t) jsou v daném bodě
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definovány koncentrace ci všech komponent i = 1, . . . , n. Jedná se tedy o model směsi pomocı́
překrývajı́cı́ch se kontinuı́.

V závislosti na vnějšı́ch podmı́nkách se může v daném bodě směs vyskytovat bud’v jedné
nebo vı́ce fázı́ch. Každá fáze α je charakterizována svým chemickým složenı́m (přesněji soubo-
rem molárnı́ch koncentracı́ jednotlivých komponent ve fázi α), saturacı́ (objemovým zlomkem)
Sα a rychlostı́. Neuvažujeme-li difuzi, pak rychlost všech komponent v dané fázi je stejná.
Celková hustota molárnı́ho toku i-té komponenty je tedy dána předpisem

qi =
∑
α

cα,ivα, (2)

kde se sčı́tá přes všechny fáze α, cα,i je molárnı́ koncentrace i-té komponenty ve fázi α a vα
je rychlost fáze α. Předpokládáme, že rychlost fáze α je dobře popsána Darcyho zákonem
tvaru [12, 2]

vα = −λαK(∇p− %αg), λα =
krα
ηα
, (3)

kde K = K(x) označuje vlastnı́ propustnost zeminy, p je tlak, %α =
∑n

i=1 cα,iMi je hustota
fáze α, Mi je molárnı́ hmotnost i-té komponenty a g označuje vektor gravitačnı́ho zrychlenı́.
Mobilita λα fáze α je definována jako podı́l relativnı́ permeability krα fáze α a dynamické
viskozity ηα fáze α. Relativnı́ permeabilita krα : 〈0, 1〉 7→ 〈0, 1〉 je veličina popisujı́cı́ redukci
permeability z důvodu přı́tomnosti ostatnı́ch fázı́. Obecně závisı́ na saturaci Sα fáze α

krα = krα (Sα) (4)

a k jejı́mu modelovánı́ použı́váme bud’lineárnı́ (krα (Sα) = Sα) nebo kvadratický (krα (Sα) =
S2
α) model. Podle zvoleného modelu závisı́ dynamická viskozita ηα fázeα na teplotě a molárnı́ch

koncentracı́ch fáze α, přı́p. tlaku p, teplotě T a molárnı́ch zlomcı́ch jednotlivých komponent
xα,i = cα,i/cα, kde cα =

∑n
i=1 cα,i je celková molárnı́ koncentrace fáze α, tedy

ηα = ηα(T, cα,1, . . . , cα,n), resp. ηα = ηα(p, T, xα,1, . . . , xα,n). (5)

Pro modelovánı́ této závislosti použı́váme model Lohrenze, Braye a Clarka [26].

2.2 Přestup komponent mezi fázemi
Uvedený model je třeba doplnit konstitutivnı́mi vztahy, které popı́šı́ vazby mezi celkovými
koncentracemi ci a počtem fázı́, fázovými koncentracemi cα,i všech komponent ve všech fázı́ch
a saturacemi Sα všech fázı́. K modelovánı́ přestupu komponent mezi fázemi se běžně použı́vá
předpoklad lokálnı́ termodynamické rovnováhy, který je v daném kontextu dobře fyzikálně
obhajitelný, nebot’prouděnı́ v poréznı́m prostředı́ je typicky velmi pomalé v porovnánı́ s rych-
lostı́ přestupu komponent mezi fázemi. Podmı́nka stabilnı́ termodynamické rovnováhy vede
k minimalizaci celkové Gibbsovy energie složeného systému při zadané teplotě, tlaku a cel-
kových molárnı́ch zlomcı́ch jednotlivých komponent směsi [14, 28, 29]. Označme zi = ci/c,
kde c =

∑n
i=1 ci je celková molárnı́ koncentrace směsi, celkové molárnı́ zlomky jednotlivých

komponent pro i = 1, . . . , n. Dále zaved’me molárnı́ zlomky jednotlivých komponent ve fázi α
předpisem xα,i = cα,i/cα, kde cα =

∑n
i=1 cα,i je celková koncentrace fáze α. Podmı́nka fázové

rovnováhy vede k následujı́cı́ soustavě nelineárnı́ch algebraických rovnic

foi(p, T, xo,1, . . . , xo,n) = fgi(p, T, xg,1, . . . , xg,n), i = 1, . . . , n, (6a)
zi = (1− ν)xo,i + νxg,i, i = 1, . . . , n, (6b)

n∑
i=1

zi =
n∑
i=1

xo,i =
n∑
i=1

xg,i = 1, (6c)
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kde fαi je fugacita komponenty i ve fázi α a ν ∈ (0, 1) označuje molárnı́ zlomek plynné
fáze (tj. počet molů plynné fáze ku celkovému počtu molů směsi). Zde uvažujeme pouze
dvoufázový přı́pad a formulujeme podmı́nku termodynamické rovnováhy pouze mezi dvěma
fázemi označenými jako o (oil) a g (gas).

Pro zadané hodnoty tlaku p, teploty T a celkových molárnı́ch zlomků zi všech komponent
lze řešenı́m soustavy (6) určit molárnı́ zlomky xα,i všech komponent v obou fázı́ch a molárnı́
zlomek plynné fáze ν. Dále lze určit fázové koncentrace cα řešenı́m stavové rovnice

p = p(T, 1/cα, xα,1, . . . , xα,n), α ∈ {o, g} (7)

a dopočı́tat fázové saturace Sα řešenı́m soustavy rovnic

coSo + cgSg = c, (8)
So + Sg = 1. (9)

Koncentrace cα,i jsou pak dány vzorcem cα,i = cαxα,i. Pokud je za daných podmı́nek (tj.
tlaku p, teplotě T a celkových molárnı́ch zlomcı́ch z1, . . . , zn) směs stabilnı́ [27], pak nedojde
k rozkladu směsi na fáze. V tomto přı́padě nenı́ třeba řešit systém (6), protože stačı́ položit
cα,i = ci a Sα = 1.

2.3 Počátečnı́ a okrajové podmı́nky
Výše uvedený systém rovnic řešených na omezenéd-rozměrné oblasti Ω je třeba doplnit o vhodné
počátečnı́ a okrajové podmı́nky, které je potřeba zvolit tak, aby výsledná úloha byla formulována
korektně – tj. aby za daných podmı́nek existovalo právě jedno řešenı́, které bude spojitě záviset
na vstupnı́ch datech úlohy. Navzdory své důležitosti je tato problematika v dostupné literatuře
často opomı́jena. Některé knihy, např. [7], se problematice okrajových podmı́nek nevěnujı́ vůbec.
V mnoha článcı́ch se okrajové podmı́nky zmiňujı́ pouze v souvislosti s konstrukcı́ numerického
schématu, přičemž korektnost různých formulacı́ okrajových podmı́nek je přinejmenšı́m sporná.
V článku [30] je ukázáno, že často použı́vaná nulová Neumannova podmı́nka tvaru

vα · n = −λαK(∇p− %αg) · n = 0, ∀α ∈ {o, g}, (10)

která vyjadřuje podmı́nku nepropustnosti pro každou fázi α na některé části hranice ∂Ω, nenı́
korektnı́. Z podmı́nky (10) lze totiž ve dvoufázovém systému (kdy je λα 6= 0 pro obě fáze
α ∈ {o, g}) odvodit, že

∇p · n = %gg · n a zároveň ∇p · n = %og · n, (11)

které nemohou být splněny zároveň ve dvoufázovém systému s gravitacı́, pokud majı́ obě
fáze různé hustoty. Nelze tedy vynucovat nulovou Neumannovu podmı́nku pro každou fázo-
vou rychlost, ale pouze pro celkový tok každé komponenty. Na základě zkušenostı́ zı́skaných
s tı́mto modelem doplňujeme tedy rovnice kompozičnı́ho modelu následujı́cı́mi počátečnı́mi
a okrajovými podmı́nkami

ci(x, 0) = c0i (x), x ∈ Ω, i = 1, . . . , n, (12a)

p(x, t) = pD(x, t), x ∈ Γp, t ∈ I, (12b)
qi(x, t) · n(x) = 0, x ∈ Γq, t ∈ I, i = 1, . . . , n, (12c)

v nichž n označuje jednotkový vektor vnějšı́ normály definovaný skoro všude na ∂Ω, Γp∪Γq =
∂Ω, a Γp ∩Γq = ∅. Rovnice (12a) popisuje počátečnı́ rozloženı́ molárnı́ch koncentracı́, (12b) je
Dirichletova okrajová podmı́nka předepisujı́cı́ tlak pD na části hranice Γp, a (12c) je homogennı́
Neumannova okrajová podmı́nka popisujı́cı́ nepropustnou část hranice Γq. Předpokládáme, že
Γp je odtoková část hranice, takže na nı́ nenı́ třeba předepisovat žádné okrajové podmı́nky pro
molárnı́ koncentrace.
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3 Numerické řešenı́ kompozičnı́ho modelu

Základnı́m problémem, který je potřeba při numerickém řešenı́ kompozičnı́ho modelu vy-
řešit, je výpočet tlaku, který nenı́ popsán žádnou evolučnı́ rovnicı́, ale je dán řešenı́m systému
implicitně. Hodnoty tlaku jsou potřebné jednak pro výpočty toků, jednak pro testovánı́ fázové sta-
bility a stanovenı́ lokálnı́ fázové rovnováhy na každé výpočetnı́ buňce, jelikož termodynamické
výpočty se provádı́ při zadaném tlaku, teplotě a celkových molárnı́ch zlomcı́ch jednotlivých
komponent směsi. K formulaci rovnic popisujı́cı́ch evoluci tlaku je v literatuře dostupných ně-
kolik metod [1, 42, 9, 10, 8, 40], které ovšem v zásadě vycházejı́ ze dvou základnı́ch přı́stupů.
Prvnı́m z nich je metoda založená na linearizaci systému rovnic (1)–(8) Newtonovou metodou,
kdy se z diskrétnı́ podoby rovnic pro přı́růstky zvolených primárnı́ch proměnných (mezi nimiž
je vždy tlak) eliminacı́ ostatnı́ch proměnných odvodı́ redukovaný systém pouze pro přı́růstky
tlaku. Po vyřešenı́ systému pro přı́růstky tlaku se již přı́růstky ostatnı́ch primárnı́ch proměn-
ných neřešı́, zı́skané aproximace tlaků se použijı́ k výpočtu toků a pak se přejde k explicitnı́mu
řešenı́ transportnı́ch rovnic pro jednotlivé komponenty. Tuto verzi predikce tlaku v kompozičnı́
simulaci poprvé použili Young a Stephenson [42]. Alternativnı́ metodou pro predikci vývoje
tlaku je metoda, kterou poprvé použili Ács, Farkas a Doleschell v práci [1], ve které se vhodnou
kombinacı́ transportnı́ch rovnic (1) odvodı́ evolučnı́ rovnice pro tlak tvaru

φcf
∂p

∂t
+

n∑
i=1

vi ∇ · (co,ivo + cg,ivg) =
n∑
i=1

viFi, (13)

kde cf označuje koeficient celkové (dvoufázové) stlačitelnosti směsi a vi je celkový (tj. dvoufá-
zový) parciálnı́ molárnı́ objem i-té komponenty. Tyto koeficienty jsou funkcemi tlaku, teploty
a molárnı́ch zlomků. Postup jejich výpočtu ze stavové rovnice je uveden v knize [14].

V následujı́cı́ch odstavcı́ch popı́šeme řešenı́ systému rovnic (1)–(8) na dvourozměrné oblasti
Ω pokryté obdélnı́kovou sı́tı́ s využitı́m rovnice pro tlak (13), kterou diskretizujeme smı́šenou
hybridnı́ verzı́ metody konečných prvků nejnižšı́ho řádu [3, 37]. V této metodě aproximujeme
tlak současně s celkovým tokem, který je dále využit pro výpočet transportu. Tento přı́stup
navazuje na práce [34, 16, 17, 18]. Transportnı́ rovnice jsou řešeny nespojitou Galerkinovou
metodou využı́vajı́cı́ po částech lineárnı́ nespojité bazické funkce [19, 11, 5]. Při použitı́ metody
vyššı́ho řádu přesnosti je obecně nutné výsledná data poupravit s využitı́m vhodné omezujı́cı́
funkce, která zabránı́ vzniku nefyzikálnı́ch oscilacı́. Podrobnosti tohoto přı́stupu jsou uvedeny
v [21, 22, 23, 24, 25, 15].

3.1 Diskretizace celkového molárnı́ho toku
Celkový molárnı́ tok q zavedeme předpisem

q = covo + cgvg = −
∑
α′

cα′λα′K(∇p− %̃g), (14)

kde %̃ = fo%o + fg%g a fα = cαλα/
∑

α′ cα′λα′ . Koeficient
∑

α′ cα′λα′ v rovnici (14) je vždy
kladný, protože alespoň jedna fáze má vždy nenulovou mobilitu. Z rovnice (14) lze tedy vyjádřit
gradient tlaku

∇p = − 1∑
α′ cα′λα′

K−1q + %̃g. (15)

a ten dosadit do Darcyho zákona (3). Takto lze odvodit vyjádřenı́ celkových fázových toků
pomocı́ celkového toku ve tvaru

qα ≡ cαvα = fα(q−Gα), (16)
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kde

Gα =

{
coλo(%o − %g)Kg α = g,
cgλg(%g − %o)Kg α = o.

(17)

Aproximaci celkového molárnı́ho toku hledáme v prostoruRT0(K) – tj. Raviartově-Thoma-
sově prostoru nejnižšı́ho stupně na každém elementu K (pro podrobnosti viz [37, 41, 4]).
Aproximace celkového toku na elementu K je tedy tvaru

qK =
∑
E∈∂K

qK,EwK,E, (18)

kde koeficient qK,E udává celkový molárnı́ tok ve směru vnějšı́ normály přes hranu E z ele-
mentuK a wK,E označuje bazické funkce prostoruRT0(K). Vlastnosti těchto bazických funkcı́
i podrobné odvozenı́ jejich tvaru lze najı́t v článku [30]. S použitı́m vlastnostı́ těchto bazických
funkcı́ lze odvodit vyjádřenı́ koeficientů celkového molárnı́ho toku na libovolném elementu K
pomocı́ průměrného tlaku na daném elementu pK a průměrných tlaků na všech hranách elementu
K (tzv. stopy tlaku) označených jako p̂K,E ve tvaru

qK,E = aK,EpK −
∑
E′∈∂K

bK,E,E′ p̂K,E′ + dK,E. (19)

Koeficienty aK,E , bK,E,E′ a dK,E v této rovnici závisejı́ na geometrii sı́tě a na lokálnı́ch hodnotách
celkové mobility. Vyjádřenı́ těchto koeficientů lze najı́t v článku [30]. Zákon zachovánı́ hmoty
na hraně E = K ∩K ′ oddělujı́cı́ dva sousednı́ elementy K and K ′ vede k podmı́nce

qK,E + qK′,E = 0, K ∩K ′ = E. (20)

Dosazenı́m z (19) dostaneme

aK,EpK −
∑

E′∈∂K

bK,E,E′ p̂K,E′ + dK,E + +aK′,EpK′ −
∑

E′∈∂K′

bK′,E,E′ p̂K′,E′ + dK′,E = 0.

(21)

Na hranách E ležı́cı́ na neumannovské části hranice z rovnice (12c) odvodı́me

qK,E = 0, a tedy aK,EpK −
∑

E′∈∂K

bK,E,E′ p̂K,E′ + dK,E = 0. (22)

Systém rovnic (21) a (22) lze zapsat v maticovém tvaru

RTP −MP̂ = V, (23)

kde

R ∈ RNK ,NE , RK,E = aK,E, (24a)

M ∈ RNE ,NE , ME,E′ =
∑

K:E,E′∈∂K

bK,E,E′ , (24b)

V ∈ RNE , VE =
∑

K:E∈∂K

dK,E. (24c)

V těchto rovnicı́ch NK označuje počet elementů, NE je celkový počet hran, P ∈ RNK je vektor
průměrných tlaků na jednotlivých elementech a P̂ ∈ RNE je vektor stop tlaků na jednotlivých
hranách.
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3.2 Aproximace rovnice pro tlak
Rovnici pro tlak (13) lze přeformulovat do následujı́cı́ho tvaru

φcf
∂p

∂t
+

n∑
i=1

vi ∇ · (miq− si) =
n∑
i=1

viFi, (25)

kde mi = xo,ifo + xg,ifg a si = xo,ifoGo + xg,ifgGg. Tuto rovnici lze integrovat přes libovolný
element K. Předpokládáme-li, že koeficienty cf a vi jsou po elementech konstantnı́, odvodı́me
s využitı́m divergenčnı́ věty

φKcf,K |K|
∂pK
∂t

+
n∑
i=1

vi,K
∑
E∈∂K

∫
E

(mi,K,EqK,E − si,K,E · nK,E) =
n∑
i=1

vi,KFi,K |K|, (26)

kde |K| označuje plochu elementu K. Dosazenı́m celkového toku z (19) a použitı́m zpětné
Eulerovy metody odvodı́me následujı́cı́ schéma

DP n+1 − R̃P̂ n+1 = G, (27)

kde hornı́ index n+ 1 označuje časovou hladinu, D ∈ RNK ,NK je diagonálnı́ matice s elementy

DK,K =
φKcf,K |K|

∆t
+

n∑
i=1

vi,K
∑
E∈∂K

∫
E

mi,K,EaK,E,

R̃ ∈ RNK ,NE je obdélnı́ková matice s prvky

R̃K,E′ =
n∑
i=1

vi,K
∑
E∈∂K

∫
E

mi,K,EbK,E,E′ ,

a G ∈ RNK je vektor se složkami

GK =
φKcf,K |K|

∆t
pnK −

n∑
i=1

vi,K
∑
E∈∂K

∫
E

(mi,K,EdK,E − si,K,E · nK,E) + |K|
n∑
i=1

vi,KFi,K .

Koeficienty cf , vi,mi,K,E a si,K,E se vyčı́slujı́ pomocı́ průměrných hodnot fázových koncentracı́
a saturacı́ na elementu K ve staré časové vrstvě n.

3.3 Výpočet fázových toků
Důležitým krokem v metodě IMPEC je korektnı́ aproximace fázových toků qα = fα(q−Gα).
V článku [30] zobecňujeme metodu, kterou dřı́ve Sammon [38] použil při simulaci dvoufázového
nemı́sitelného prouděnı́, na problém kompozičnı́ simulace. Nejprve je třeba vyřešit soustavu
rovnic (23) a (27). Tı́m zı́skáme tlaky na jednotlivých elementech P a stopy tlaku na hranách P̂
na nové časové hladině. Protože matice D je diagonálnı́ a invertovatelná, je možno redukovat
soustavu (23) a (27) na soustavu rovnic pro stopy tlaku tvaru [31]

(M −RTD−1R̃)P̂ n+1 = V −RTD−1G (28)

Soustavu (28) řešı́me pomocı́ přı́mého řešiče. Řešenı́m tohoto systému zı́skáme stopy tlaků
P̂ n+1 na nové časové hladině. Průměrné hodnoty tlaků na jednotlivých elementech P n+1 lze
potom zı́skat z rovnice (27). Potom můžeme vypočı́tat celkový molárnı́ tok pomocı́ rovnice (19).
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Rovnice (20) zaručuje splněnı́ bilance celkového molárnı́ho toku na každé vnitřnı́ hraně mezi
dvěma elementy sı́tě. Pokud bychom ovšem chtěli vypočı́tat fázové toky pomocı́ (16), zjistı́me,
že při použitı́ lokálnı́ch hodnot koeficientů fα a Gα na elementuK dostaneme rozdı́lné hodnoty
normálové složky fázových toků na hraně E podle toho, z které strany hrany E koeficienty
vyčı́slujeme. Abychom dostali konzervativnı́ pole, průměrujeme hodnoty %α použı́vané pro
výpočet Gα v rovnici (16) pomocı́ aritmetického průměru hodnot na sousedı́cı́ch elementech,
zatı́mco hodnoty koeficientů cαλα a cα′λα′ při vyčı́slenı́ fα se berou ze strany, která je proti
směru k toku qα (tzv. upwind). Zde ovšem narážı́me na problém, že směr qα ještě nenı́ znám.
Tento problém lze vyřešit následujı́cı́m postupem. Označme symbolem α fázi, pro kterou platı́,
že

sgn qK,E = − sgn Gα · nK,E, (29)

kde cαλα a cα′λα′ se zvolı́ libovolně, např. cαλα = cα′λα′ = 1. Symbolem α′ označı́me zbývajı́cı́
fázi. Alespoň jedna z přı́tomných fázı́ vždy splnı́ podmı́nku (29), protože celkový tok je předem
dán a vektory Gα a Gα′ ukazujı́ do navzájem opačných směrů, viz (17). Z podmı́nky (29)
plyne, že fáze α směřuje stejným směrem jako celkový tok, přesněji sgn qα,K,E = sgn qK,E
nezávisle na tom, jaké jsou skutečné hodnoty nezáporného koeficientu cα′λα′ v rovnici (16).
Známé znaménko qα,K,E umožňuje najı́t upwindovou hodnotu výrazu cαλα, který se vyskytuje
ve výpočtu vektoru Gα′ . Je tedy možno vypočı́tat qα′,K,E a stanovit upwindovou hodnotu
koeficientu λα′ (koeficient bereme ze strany proti směru qα′,K,E) a nakonec stanovit skutečnou
hodnotu qα,K,E . V poslednı́m kroku se změnı́ pouze hodnota toku, nikoliv však jeho směr.
Proto nakonec dostaneme konzistentnı́ aproximaci fázových toků takovou, že koeficienty cαλα
a cα′λα′ při vyčı́slenı́ fα se berou ze strany, která je proti směru přı́slušného fázového toku, jak
jsme chtěli. Tyto fázové toky dále využijeme při řešenı́ transportnı́ch rovnic. Poznamenejme, že
prosté průměrovánı́ hodnot toků z obou stran nenı́ možné, protože vede ke schématu, které je
nepodmı́něně nestabilnı́.

3.4 Aproximace transportnı́ch rovnic
Transportnı́ rovnice (1) diskretizujeme nespojitou Galerkinovou metodou konečných prvků [19,
11, 5, 13]. Na každém obdélnı́kovém elementuK aproximujeme neznámé koncentrace jednotli-
vých komponent lineárnı́mi funkcemi, které ovšem nemusı́ být spojité přes hranice elementů. Na
každém elementu tedy máme pro každou koncentraci 3 stupně volnosti – hodnotu koncentrace
uprostřed elementu a hodnoty složek gradientu ve směru os x a y. Aproximace tedy uvažujeme
ve tvaru

ci,K =
3∑
l=1

cli,KϕK,l, cα,i,K =
3∑
l=1

clα,i,KϕK,l, (30)

kde ϕK,l jsou bazické funkce lokálnı́ho prostoru lineárnı́ch funkcı́ na elementu K. Detailnı́
odvozenı́ tvaru těchto funkcı́ je provedeno v článku [30]. Násobenı́m transportnı́ch rovnic
testovacı́ funkcı́, integracı́ přes element K a použitı́m Greenovy věty lze odvodit následujı́cı́
schéma nespojité Galerkinovy metody∫

K

φ
∂ci,K
∂t

ϕK,j −
∫
K

(xo,i,Kqo + xg,i,Kqg) · ∇ϕK,j+

+
∑
E∈∂K

∫
E

(
x̃o,i,K,Eqo + x̃g,i,K,Eqg

)
· nK,EϕK,j =

∫
K

FiϕK,j, (31)
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které platı́ pro každý stupeň volnosti j ∈ {1, 2, 3}. V integrálu přes hranici elementu označuje
x̃α,i,K,E pro α ∈ {o, g} hodnotu molárnı́ho zlomku z upwindové strany vzhledem k toku qα, tj.

x̃α,i,K,E =

{
xα,i,K,E pokud qα,K,E ≡ qα · nK,E|E| ≥ 0,
xα,i,K′,E pokud qα,K,E ≡ qα · nK,E|E| < 0,

(32)

kde předpokládáme, žeE = K∩K ′ je společná hrana mezi sousednı́mi elementyK aK ′. Pokud
hranaE ležı́ na hranici, pak lze na vtokové části hranice použı́t Dirichletovy okrajové podmı́nky.
Hodnoty xα,i,K,E a xα,i,K′,E v rovnici (32) zı́skáme řešenı́m lokálnı́ fázové rovnováhy na hranách
elementů při teplotě T , tlaku p̂K,E a celkových molárnı́ch koncentracı́ch zi na přı́slušné hraně.
Hodnoty zi na hraně se spočte pomocı́ hodnot zi uprostřed elementu a složek gradientů, které
jsou k dispozici při použitı́ nespojité Galerkinovy metody. Hodnoty xα,i,K v integrálu přes
element K v rovnici (31) vypočı́táme řešenı́m lokálnı́ termodynamické rovnováhy při teplotě
T , tlaku pK a celkových molárnı́ch zlomcı́ch zi uprostřed elementu. K dosaženı́ vyššı́ho řádu
přesnosti je tedy potřeba na každém elementu řešit 5 problémů fázové rovnováhy.

Dosazenı́m (30) do (31) odvodı́me následujı́cı́ semidiskrétnı́ schéma

φK

3∑
l=1

dcli,K
dt

MK
j,l −

∑
α∈{o,g}

3∑
l=1

xα,i,K
∑
E∈∂K

qα,K,EM
K,E
j,l +

+
∑
E∈∂K

∑
α∈{o,g}

x̃α,i,K,Eqα,K,EM
E
j =

∫
K

FiϕK,j. (33)

Matice MK , ME , a MK,E obsahujı́ integrály bazických funkcı́ a jsou odvozeny v článku
[30]. Protože matice MK je diagonálnı́, vede aproximace časové derivace dopřednou diferencı́
k explicitnı́mu schématu pro 3 neznámé stupně volnosti cli,K na každém elementu K.

3.5 Implementace omezujı́cı́ funkce
Výše popsané schéma nespojité Galerkinovy metody je potřeba stabilizovat použitı́m omezujı́cı́
funkce (tzv. limiter), která zabránı́ vzniku umělých oscilacı́ numerického řešenı́. Na obdélnı́kové
sı́ti lze omezenı́ sklonů provádět nezávisle na sobě pro oba směry x a y. Podstata metody spočı́vá
v tom, že sklony zı́skané použitı́m nespojité Galerkinovy metody po každém časovém kroku
modifikujeme tak, aby se průměrná hodnota numerického řešenı́ na každém elementu nezměnila
a aby hodnoty celkových koncentracı́ na každé hraně ležely mezi minimem a maximem hodnot
přı́slušné koncentrace uprostřed sousednı́ch buněk. Vzhledem k tomu, že jako stupně volnosti na
každém elementu použı́váme 1) průměrné hodnoty celkových molárnı́ch koncentracı́, 2) rozdı́ly
hodnot koncentracı́ na pravé hraně a uprostřed elementu a 3) rozdı́ly hodnot koncentracı́ na
hornı́ hraně a uprostřed elementu, lze uvedenou metodu snadno implementovat. Zároveň lze
snadno zı́skat metodu konečných objemů, pokud oba sklony nastavı́me na nulu.

Při implementaci tohoto limiteru narážı́me na zajı́mavý problém. Při kompozičnı́ simulaci se
běžně mı́sto původnı́ho systému rovnic (1) pro všechny komponenty i ∈ {1, 2, . . . , n} formuluje
ekvivalentnı́ úloha ve tvaru

∂(φci)

∂t
+∇ · qi = Fi, i = 1, . . . , n− 1, (34)

∂(φc)

∂t
+∇ · q = F ≡

n∑
i=1

Fi, (35)

což jsou bilančnı́ rovnice pro prvnı́ch n − 1 komponent doplněné bilančnı́ rovnicı́ celé směsi.
Při použitı́ metod prvnı́ho řádu přesnosti (např. metody konečných objemů) jsou obě formulace
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ekvivalentnı́ a fungujı́ stejně dobře. Při použitı́ metody vyššı́ho řádu se obě formulace začnou
odlišovat ve způsobu aplikace limiteru. Limiter lze snadno aplikovat v přı́padě původnı́ formu-
lace (1) pro i ∈ {1, 2, . . . , n}. Po každém kroku nespojité Galerkinovy metody limiter definuje
hornı́ a dolnı́ meze cEi,max a cEi,min hodnot celkových koncentracı́ na každé hraně E následujı́cı́m
způsobem

cEi,max = max{ci,K , ci,K′}, cEi,min = min{ci,K , ci,K′}, (36)

kdeK aK ′ jsou elementy sı́tě přiléhajı́cı́ k hraněE. Pokud je potřeba, sklon numerického řešenı́
na každém elementu K se redukuje tak, aby na každé hraně byly splněny nerovnosti

cEi,min ≤ cK,Ei ≤ cEi,max, (37)

kde cK,Ei označuje hodnotu celkové molárnı́ koncentrace i-té komponenty uprostřed hrany E
zrekonstruované pomocı́ 3 stupňů volnosti na elementu K. Vysčı́tánı́m nerovnostı́ (37) přes
i ∈ {1, 2, . . . , n} dostaneme pro celkovou molárnı́ koncentraci směsi omezenı́

n∑
i=1

cEi,min ≤ cK,E ≡
n∑
i=1

cK,Ei ≤
n∑
i=1

cEi,max. (38)

Pokud stejný postup použijeme v alternativnı́ formulaci (34), pak limiter bude definovat
dolnı́ a hornı́ meze cEi,min a cEi,max omezujı́cı́ hodnoty celkových molárnı́ch koncentracı́ ci pro
i = 1, . . . , n − 1 a dále meze cEmin a cEmax omezujı́cı́ hodnoty celkové koncentrace c na každé
hraně E. Sklony těchto proměnných se budou přı́padně redukovat tak, aby

cEi,min ≤ cK,Ei ≤cEi,max, i = 1, . . . , n− 1 (39)

cEmin ≤ cK,E≤cEmax.

Z těchto nerovnostı́ můžeme pro poslednı́ komponentu cn odvodit nerovnost

cEmin −
n−1∑
i=1

cEi,max ≤ cK,En = cK,E −
n−1∑
i=1

cK,Ei ≤ cEmax −
n−1∑
i=1

cEi,min. (40)

Tato nerovnost však nenı́ v souladu s podmı́nkou (37) pro i = n. Použitı́ metody vyššı́ho
řádu a limiteru ve formulaci (34) vede ke vzniku nefyzikálnı́ch oscilacı́ koncentrace poslednı́
komponenty, které se během několika málo časových kroků rozšı́řı́ i do dalšı́ch komponent.
Problém lze vyřešit konstrukcı́ speciálnı́ho limiteru, který bude nastavovat meze celkové kon-
centrace tak, aby byly zajištěny správné meze hodnot poslednı́ komponenty cn. Tento postup
však vede ke zbytečně složitému kódu. Jednoduššı́ řešenı́ je vycházet z původnı́ formulace (1)
pro i ∈ {1, 2, . . . , n}, ve které splněnı́ nerovnostı́ (37) zajistı́ stabilitu řešenı́ pro dostečně malé
časové kroky (při splněnı́ tzv. CFL-podmı́nky).

4 Ukázky numerických simulacı́
V této části ukážeme výsledky numerických simulacı́ zı́skané výše popsanou metodou. Výsledky
zı́skané metodou vyššı́ho řádu (kombinace smı́šené hybridnı́ metody konečných prvků a nespo-
jité Galerkinovy metody – MHFE/DG) porovnáme s metodou prvnı́ho řádu založené na kom-
binaci smı́šené hybridnı́ metody konečných prvků a metody konečných objemů (MHFE/FV).
Výhodou metody vyššı́ho řádu je podstatná redukce numerické difuze při zachovánı́ stability
schématu, což demonstrujeme na následujı́cı́ch přı́kladech.
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Obrázek 1: Celkové molárnı́ zlomky metanu po injektáži 58% pórového objemu metanu (0,69
roku) vypočtené na sı́ti 40 × 40 pomocı́ metod MHFE/DG (vlevo) a MHFE/FV (vpravo):
Přı́klad 1 bez gravitace.

4.1 Přı́klad 1: jednofázové prouděnı́
V prvnı́m přı́kladu simulujeme vytlačovánı́ propanu metanem ve vodorovné 2D oblasti o veli-
kosti 50× 50 m bez gravitace při konstantnı́ teplotě T = 397 K. Porozita rezervoáru je φ = 0,2
a vlastnı́ propustnost K = 10 mD. Metan je vtláčen v levém dolnı́m rohu, zatı́mco směs je
čerpána v pravém hornı́m rohu, kde je udržován konstantnı́ tlak 50 bar. Za těchto podmı́nek
směs zůstává v jedné fázi po celou dobu simulace. Rychlost vtláčenı́ je 42,5 m2/den při tlaku
p = 1 atm a teplotě T = 293 K. Pro tuto simulaci použı́váme lineárnı́ model relativnı́ permeabi-
lity (krα(Sα) = Sα). Na obrázku 1 vidı́me molárnı́ zlomky metanu po injektáži 58% pórového
objemu metanu vypočtené oběma metodami na čtvercové sı́ti 40 × 40, odkud je vidět ostřejšı́
reprezentace postupujı́cı́ho rozhranı́ při použitı́ metody vyššı́ho řádu v porovnánı́ s metodou
prvnı́ho řádu, která je podstatně difuznějšı́. Pokud stejný problém řešı́me na svislé oblasti (tj.
uvažujeme vliv gravitace), pak dostaneme výsledky zobrazené na obrázku 2, kde jsou zobrazeny
molárnı́ zlomky metanu po vtlačenı́ 20% pórového prostoru metanu. I v tomto přı́padě metoda
vyššı́ho řádu přesnosti má podstatně nižšı́ numerickou difuzi v porovnánı́ s metodou prvnı́ho
řádu.

4.2 Přı́klad 2: dvoufázové prouděnı́
Opět simulujeme vytlačovánı́ propanu metanem ve 2D oblasti o velikosti 50×50 m při konstantnı́
teplotě T = 311 K. Porozita rezervoáru je φ = 0,2 a vlastnı́ propustnost K = 10 mD. Metan
je vtláčen v levém dolnı́m rohu a směs je odčerpávána v pravém hornı́m rohu, kde je udržován
tlak p = 69 bar. Za těchto podmı́nek se v části oblasti objevı́ dvoufázová oblast. Rychlost
vtláčenı́ je 0,017 m2/den při tlaku p = 1 atm a teplotě T = 293 K. Opět použı́váme lineárnı́
model relativnı́ permeability. Na obrázku 3 vidı́me molárnı́ zlomky metanu po vtlačenı́ 50%
pórového objemu metanu vypočtené oběma metodami na čtvercové sı́ti 20 × 20 v přı́padě, že
neuvažujeme gravitaci (vodorovná oblast). Pokud uvažujeme vliv gravitace (svislá oblast), pak
zı́skáme výsledky zobrazené na obrázku 4. I v těchto přı́kladech jasně vidı́me podstatnou redukci
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Obrázek 2: Celkové molárnı́ zlomky metanu po injektáži 20% pórového objemu metanu (0,24
roku) vypočtené na sı́ti 40 × 40 pomocı́ metod MHFE/DG (vlevo) a MHFE/FV (vpravo):
Přı́klad 1 s gravitacı́.

numerické difuze při použitı́ metody vyššı́ho řádu přesnosti.

5 Shrnutı́ a závěr
V této přednášce jsme prezentovali formulaci kompozičnı́ho modelu popisujı́cı́m transport
komponent směsi ve dvou fázı́ch a ukázali na některé problémy objevujı́cı́ se při numerickém
řešenı́ tohoto modelu. Předvedené numerické simulace ukazujı́ výhodu použitı́ metod vyššı́ho
řádu přesnosti – podstatnou redukci numerické difuze oproti řešenı́ zı́skanému metodou prv-
nı́ho řádu přesnosti. Uvedený model je možno dále rozšiřovat a vylepšovat. Do modelu lze
zahrnout např. difuzi komponent v každé fázi nebo kapilaritu. Lze simulovat i třı́fázové pro-
blémy zahrnujı́cı́ 2 kapalné fáze (vodu a uhlovodı́kovou kapalnou fázi) a plyn. Takové modely
mohou simulovat zvyšovánı́ výtěžnosti ropného rezervoáru pomocı́ technologie WAG (water
alternating gas injection - střı́davá injektáž vody a plynu do ropného ložiska). V současné
době studujeme i možnosti použitı́ alternativnı́ch termodynamických formulacı́ problému fá-
zové rovnováhy [32, 33, 20, 36]. Popis těchto zajı́mavých problémů je však na rámec tohoto
textu. Daná problematika tedy stále představuje zdroj mnoha otevřených zajı́mavých problémů
s praktickými aplikacemi.
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Přı́klad 2 bez gravitace.
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Zahraničnı́ pobyty:

• 2008-2009: Reservoir Engineering Research Institute, Palo Alto, California, USA (8
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– 2002: superpočı́tačové centrum CINECA, konsorcium italských univerzit (1 měsı́c),
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