Oponentsky posudek na habilita¢ni praci RNDr. Ivany Pultarové, Ph.D.:

Iteracni agregacni—desagregacni metody pro stochastické matice

V predkladané praci autorka shrnuje konvergenéni vlastnosti iteraénich agrega¢nich—desagregaénich
(IAD) metod. Cilem je najit obecné platné podminky konvergence téchto metod zejména pro nume-
ricky vypocet vektoru stacionarniho rozdéleni pravdépodobnosti obecné nesymetrickych stochastickych
matic.

Na itera¢ni agregacni—desagregacni metody lze pohlizet jako na maticové iteracni metody pred-
podminéné pomoci feSeni vhodnych loh mensich rozméru, tedy jako na vicedroviiové metody nebo
na metody typu multigrid.

Koneény diskrétni Markovuv fetézec je ndhodny proces s diskrétni mnozinou stavu a s diskrétnimi
hodnotami ¢asu. Pravdépodobnost, ze v ¢ase t; bude proces ve stavu i, zavisi pouze na stavu, ve
kterém se proces nachazi v ¢ase t;_1. Sloupcové stochasticka matice B typu N x N reprezentuje
koneény diskrétni Markovuv fetézec s N stavy (indexy sloupcu a fadku odpovidaji staviim). Hodnota
prvku [B];; piedstavuje pravdépodobnost pfechodu ze stavu j do stavu i béhem libovolného ¢asového
useku (tg, tr41)-

Ulohu lze formulovat takto: hleddme vektor staciondrniho rozdéleni pravdépodobnosti ireducibilni
stochastické matice B, neboli pfislusného kone¢ného diskrétniho Markovova fetézce, tedy vektor Z,
pro ktery

Bi=i a e'#=1.

Podle Perronovy-Frobeniovy véty existuje pravé jeden Perronuv vektor & matice B a tento vektor
je kladny. Neni-li stochastickd matice B ireducibilni, neni jednoznacnost vektoru & zarucena.

Oznaéme L zvoleny pocet uirovni pro vicetroviiovou IAD metodu. Pavodni 1iloha odpovidé trovni
1, nejhrubsi uloha (o nejmensim rozméru) odpovidé drovni L. V kazdé drovni kromé nejhrubsi zvolme
skupiny stavu a predpoklddejme, ze v kazdé drovni jsou stavy rozdéleny do tzv. agregaénich skupin
(agregdtu) tak, ze kazdy agregdt obsahuje pouze souvisle ocislované stavy. Zobrazeni mezi vektory
sousednich drovni reprezentuji matice redukce (agregace) a matice rozsiteni (desagregace).

V L—uroviiové TAD metodé se v kazdé z irovni m = 1,2,..., L — 1 provede pu,, tzv. zdkladnich
iteraci (hladicich kroku) maticové iteracni metody pfed redukei tlohy na dalsi drovenn m + 1 a vy,
zékladnich iteraci po navratu do tirovné m. Uloha v trovni L se fest presné. Autorka uvadi algoritmus
viceuroviové IAD metody véetné ruznych variant, které dostaneme v zavislosti na aplikované blokové
itera¢ni metodé.

V zavéru Kapitoly 2 najdeme podrobny piehled praci, ve kterych je IAD metoda popisovana jako
urcité zobecnéni metod algebraického multigridu. Autorka uvadi napi. souvislost mezi vicetiroviovymi
metodami pro feSeni tloh se symetrickymi maticemi a metodami pro stochastické matice, konkrétné
algebraické vicetdroviiové iteraéni metody (AMLI).

Teorie obsazend v predkladané praci ma velmi zajimavé praktické aplikace (modelovani elektro-
nickych komunikacénich siti, tlohy teorie obsluhy, aplikace v ekonomii, v chemii, molekularni biologii
a genetice, konkrétné v genovém zpracovani signalu, atd.). Za nejzajimavéjsi povazuji piiklad in-
ternetovych vyhledavactu, které mohou pouzivat pro sefazeni nalezenych webovskych stranek tzv.
vektor PageRank (vektor stacionarniho rozdéleni pravdépodobnosti jisté stochastické matice) jehoz
prostiednictvim se hodnoti vyznamnost odkazu.

Stézejni ¢asti predkladané préace je Kapitola 3. Autorka se v této kapitole zabyva lokélni i globalni
konvergenci vicetdroviiovych IAD metod.

Pro témér zcela rozdélitelné (NCD) matice 1ze v literatufe najit postacujici podminky pro globalni
konvergenci IAD metod. Autorka poznamenavé, ze v praxi je pro velké matice, napt. pro matici
internetovych odkazu pro vypocet vektoru PageRank, prakticky nemozné detekovat strukturu NCD a
ovérit uvedené postacujici podminky.



Pro obecné stochastické matice a libovolnou volbu agregaénich skupin lze dokazat lokédlni konver-
genci pro urcité typy IAD metod. Pro dvoutroviiovou IAD metodu lze dokézat globdlni konvergenci
napt. pro specidlni volbu agregatl s jednim krokem mocninné metody jako zakladni iteraci.

Nékteré vlastnosti stochastickych matic vedou k urychleni konvergence IAD metod. Naptiklad pro
spojovatelnou matici ddva dvoutiroviiovd IAD metoda s pocateénim piiblizenim 2° = (1,...,1)" po
prvnim cyklu pfesné feSeni. Konvergenci IAD metod pfiznivé ovliviiuje také vhodné prerovnéni matice
a vhodné volba agregacnich skupin. Naopak nevhodnd volba muze vést k divergenci. Autorka uvadi,
ze je-li predepsan pocet nebo velikost skupin, neni znama obecné spésna strategie pro jejich volbu.

V zavéru 3. kapitoly uvadi autorka prehledné vlastni piinos ke zkoumani lokalni a globalni kon-
vergence viceuroviovych IAD metod. Uvedme napiiklad:

- Existuje primitivni stochastickd matice typu 3 x 3, pro kterou IAD metoda osciluje pro skoro
viechna pocéatecni piiblizeni 0, viz odstavec 4.2.

- Pro zakladni iteraci odpovidajici mocninné metodé a pro libovolnou volbu skupin byla odvozena
nutnd a postacujici podminka pro lokalni konvergenci IAD metody, viz odstavec 4.3.

- O lokalni konvergenci dvoutiroviiové TAD metody s jednim krokem zékladni iterace odpovidajici
mocninné metodé lze rozhodnout na zdkladé znalosti struktury nenulovych prvka stochastické
matice a znalosti volby agregatii. Obecna souvislost mezi po¢tem kroku zdkladni iterace a kon-
vergenci IAD metody neni zndma, viz. odstavec 4.4.

- Konvergenci IAD metod pro vypocet Perronova vektoru velké fidké ireducibilni stochastické ma-
tice lze zlepsit vhodnym pferovnanim matice a vhodnym vybérem zakladni iterace, viz. odstavec

4.6.

- Pro stochastické matice, které nejsou NCD ani symetrické nemusi zvyseni poc¢tu kroku zakladni
iterace znamenat zlepseni konvergence IAD metody, naopak muze vést k divergenci, a to i v
lokalnim smyslu, viz. odstavce 4.4 a 4.5.

- Je-li stochasticka matice B symetrickd nebo je-li B = DUD™!, kde D je nezapornd, diagonalnd
a U je nezdporna, symetrickd, a plati-li TB = BT, je dvouuroviiovd IAD metoda s T' = B, s
libovolnym poctem kroku zakladni iterace a s libovolnou volbou skupin lokédlné konvergentni,
viz. odstavec 4.7.

- Za vynikajici vysledek povazuji odvozeni formule pro sifeni chyby pro viceuroviiové TAD me-
tody s libovolnym poctem trovni a hladicich kroku. Pomoci této formule lze dokdzat nékteré
konvergené¢ni vlastnosti IAD metod, je-li matice B nesymetrickd, viz.odstavec 4.9.

Prace svédél o rozsahlych znalostech dr. Pultarové predevsim v oblasti iteracnich agregacnich—
desagregacnich metod pro stochastické matice, ale také v oblasti obecnych vicetroviiovych metod a
metod typu multigrid. Autorka uvadi pavodni vysledky a techniky, které umoznuji urychlit konver-
genci IAD metod. Vysledky najdou své uplatnéni napi. v teoretické numerické matematice, v para-
lelnim programovéni, v teorii diskrétnich Markovovych fetézcu, ale viceurovinové metody se také stale
castéji uplatniuji v nejruznéjsich inzenyrskych aplikacich. Vysledky byly publikovany v renomovanych
impaktovanych matematickych ¢asopisech, viz. Kapitola 4.

Predklddana prace ma vynikajici iroven, doporucuji ji uznat jako praci habilitaéni.

V Praze 29.8.2012 Doc. RNDr. Drahoslava Janovska, CSc.



Otéazky pro dr. Pultarovou:

7 prace je ziejmé, ze volba agregacnich skupin je jednou z klicovych otdzek pro konvergenci
IAD metod pro stochastickou matici. Mohla byste, prosim, stru¢né doporucit, jak postupovat
pri jejich volbé?

Dulezitou roli hraje také prerovnani matice. Zaujal mé zejména Tarjanuv algoritmus, ktery
umoznuje zmensit §itku pasu velké pasové matice. Mate s aplikaci tohoto algoritmu néjaké
praktické zkuSenosti, a to nejen pro IAD metody?



